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ments. When the number  of  unrelated fragments 
increases the Fourier  p.d.f. 's and the histograms are 
seen to approach  the ideal centric p.d.f, for 
homogeneous  as well as heterogeneous composit ions.  
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Abstract 

The main characteristics of  the orientation relation- 
ship between two hexagonal  lattices are s imply 
denoted by four parameters  (M, U, V, W). In the 
case of a t r id imensional  coincidence orientat ion 
relat ionship,  for a rational value of ( c / a )  2, these four 
parameters become four prime integers (m, un, vn, 
wn). The equivalence class of  the orientation relation- 
ship may be represented by 12 equivalent  descriptions 
for which the indices of  the rotation axes are noted 
on the basis of  one crystal. This original representa- 
tion can lead to the concept of  spatial distr ibution of 
the equivalent  rotation axes, a distr ibution which is 
strongly related to the c / a  ratio. In real materials 
( c / a  irrational),  b id imens iona l  coincidence orienta- 
tion relat ionships can describe a large number  of  
grain boundaries .  

1. Introduction 

Les 6tudes sur la g6om6trie des orientations de CO'l'n- 
cidence pour  la sym6trie hexagonale  ont vraiment  
d6but6 par les travaux de Bruggeman, Bishop & Hartt 
(1972). Ils ont recherch6 de fagon syst6matique, mais 
non exhaustive,  les coi 'ncidences qui apparaissaient  

* En d6tachement provisoire ~ l'Institut des Sciences Industriel- 
les de l'Universit6 de Tokyo, Japon. 

par  rotation autour d 'un  axe (simple) choisi a priori. 
C'6tait l ' appl ica t ion  de la notion de fonction g6n6- 
ratrice que Rangana than  (1966) avait d6velopp6e 
pour la sym6trie cubique.  Une deuxi~me approche,  
beaucoup plus g6n6rale, a 6t6 6tablie par  Warr ington 
& Bufalini (1971) et Warr ington (1975); elle consid~re 
la matrice de rotation d6crivant l 'or ientat ion de co'in- 
cidence; ils ont montr6 qu 'une  telle matrice, 6crite 
sur la base du crystal, doit avoir tous ses 616ments 
rationnels.  Ceci a 6t6 d6montr6 la suite par  Gr immer  
(1976). D~s lors, il a 6t6 6vident que les co~'ncidences 
t r id imensionnel les  ne pouvaient  exister que pour  des 
rapports ( c / a )  2 rat ionnels  ou que pour  des cas par- 
ticuliers, ind6pendants  du rapport  c / a  (rotations 
d 'axe c ou rotations 180 ° d 'axes dans le p lan de base). 
Parall61ement depuis  le d6but des ann6es 1970, 
Gr immer  a d6velopp6 le concept de quaternion 
(quatre nombres  entiers, premiers entre eux) pour  
caract6riser la rotation de coi'ncidence. D 'abord  pour  
la sym6trie cubique (Grimmer ,  1973), puis en g6n6- 
ralisant aux autres sym6tries (Grimmer ,  1980), cet 
auteur a montr6 la validit6 et l 'utilit6 de ce concept. 
Bonnet (1980) a aussi utilis6 ce concept pour  d6crire 
les orientations de co~'ncidence entre deux r6seaux 
quelconques.  Une autre approche  a &6 propos6e par 
Bonnet & Cous ineau  (1977) et Bonnet, Cous ineau  & 
Warrington (1981); elle est associ6e ~ une m&hode  
num6rique pour  la d6terminat ion directe de la mail le  

0108-7673/89/030217-11503.00 O 1989 International Union of Crystallography 
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commune, ou presque commune, aux deux cristaux 
adjacents. Ces auteurs abordent quantitativement, et 
pour la premi6re fois, la notion de coi'ncidence 
approch6e; les mailles presque communes pr6sentent 
entre elles une 16g6re diff6rence de taille et /ou 
d'orientation. 

I1 6tait tentant de rapprocher l'id6e de matrice de 
rotation rationelle 6crite sur la base du cristal et la 
notion de quaternion qui d6crit compl6tement 
l 'orientation de coincidence (Bleris & Delavignette, 
1981; Bleris, Nouet, Hag~ge & Delavignette, 1982). 
Ce faisant, il apparaissait par comparaison avec la 
m4thode du quaternion que l'on perdait moins le 
contact avec la r6alit4 physique de l 'orientation de 
coincidence; en effet, cette nouvelle approche met 
toujours en avant le r61e jou6 par l'axe et l'angle de 
rotation. Elle permet en outre une 4criture simple des 
descriptions 6quivalentes de la relation d'orientation 
de coincidence et met en 6vidence les sym4tries de 
ces descriptions (Hag6ge & Nouet, 1985). Toujours, 

partir de cette approche il a 6t6 possible d'4tablir 
la formule donnant l'indice de coincidence 2 en 
fonction des 414ments du quaternion (Bleris et al., 
1982; Hag~ge & Nouet, 1985). 

Grimmer & Warrington (1985, 1987) ont repris 
l 'ensemble de cette approche et 6tabli de fa~on plus 
rigoureuse l 'ensemble de ces r4sultats. En basant leur 
d6monstration sur le quaternion d6finissant une rela- 
tion d'orientation (Synge, 1960), ces auteurs ont 
retrouv4 l'4criture de la matrice de rotation et de 
l'indice de coicidence. Ils ont, en outre, 4tabli de 
fa~on exacte et complete les r6gles donnant la valeur 
de l'indice de coincidence. 

Nous nous proposons au cours de ce travail de 
rependre succintement l 'ensemble de ces r4sultats 
(§2) et de d6montrer comment une 6tude plus 
approfondie des descriptions 6quivalentes (§ 3) per- 
met de mieux comprendre la notion de coi'ncidence 
exacte et approch4e dans la sym6trie hexagonale 
(§ 4). Nous nous efforcerons de mettre en 6vidence, 
fi l 'aide d 'une s6rie d'example (§ 5), l ' importance de 
ces r6sultats dans l'6tude pratique des relations 
d'orientation dans les mat6riaux de sym6trie 
hexagonale. 

2. Le relation d'orientation dans la sym6trie 
hexagonale 

La matrice de rotation d6crivant la transformation 
lin6aire reliant les deux r6seaux peut s'6crire sur la 
base du r6seau de sym6trie hexagonale. C'est sur cette 
base qu'une relation de coincidence tridimensionelle 
correspond ~ une matrice dont tousles 616ments sont 
des nombres rationnels. 

2.1. Cas gdn&al 

Si p~, P2 et P3 sont les cosinus directeurs d 'une 
direction de l'espace, la matrice d6crivant la rotation 

d'angle 0 pour cette direction s'6crit dans un syst6me 
orthonorm4: 

[p~(1 -cos O) P,P2(1-cos O) p,p3(1-cos 0)] 
/ + COS 0 --P3 sin 0 + P2 sin 0 / 

Ro=lptpz(1-cosO) p~(1-cosO) P2P3(1-cosO) I 
/ +P3 sin 0 + cos 0 -p, sin 0 / 
|p~p3(1-cos 0) p2p3(1-cos 0) pa(1-cos 0) ] 
L -p2sin0 +p, sin0 +cos0 .] 

avec p ~ + p ~ + p ~ =  1. 

(1) 

En posant t = tan (0/2) ,  pour 0 # 180 °, sur la base 
d'un syst6me de r6f6rence hexagonal-trois axes la 
matrice de rotation s'4crit: 

1 -1 /2  0 "l 

R H = S - ' R o S  a v e c S =  0 ,f3/2 0 J. (2) 
0 0 c /a  

S est la matrice qui d6finit ia base hexagonale du 
r6seau sur un syst6me orthonorm6. 

R~ = (I + t2) - '  

2tap", + 2t2pzp,/x/3 t~-p~ - tap~ + 2t2p,p2/,~ (c/a)(2tZptp3 
+ 2tp3/x/3 +'1 - t 2 - 4tp3/,,'~ + 2t2p2p3/x~ 

2tp: - 2tpl/V3) 

x14?p,p2/45 2t2p~-2t:plp2/v'~ (c/al(4t2p, p3/x/3 . 
I 
I +4tpa/x/3 - 2 t p 3 / V ~ + l - t :  -4tpl / , ,~}  

(a/c)(2t2pt pa - 2tp,) (a/c}(-t2ptp3 2t2p~+ 1 - t z 

+ v~t2p,p3 
+ tp,.+v~tpt} 

(3) 

Soit le changement de param~tres suivants: 

p, = ( 2 U -  V)/2(D' )  'n  

P2 = 3 V/2(  D') wz, 

p 3 = ( c / a ) W / ( D ' )  'n  

et 

D ' =  U2+ V 2 -  U V + ( c / a ) 2 W  2 

R u = [ U 2 +  V 2 - UV+(c/a)2( W 2 + 3 M 2 ) ]  - t  

'U - V2 +(c/a} 2 ( 2 V -  U)U 
x ( 3 M " + 2 M W -  W'-) - 4 ( c / a ) 2 M W  

x ( 2 U -  V)V - U " +  V:+(c /a)  ~" 
I +4(c /a)2MW x ( 3 M ~ - 2 M W  - W") 

/(2u - v) w (2V- U)W 
L -3(a/c): 'MV +3(a/c)2MU 

(4) 

2(c/a)"UW ] 
+ 2(c/a)2M(2 V -  U) / 

2(c/a)2VW I 
+ 2(c/a)2M(2U - V) / 

- U" - V2 + UV | 
+ (c/a)2(3M2+ W 2) J 

(5) 

On peut v6rifier ais6ment que pour 0 =  180 ° la 
matrice RH d6finie par (1) et (2) prend la m~me forme 
que (5) avec M = 0. 

La matrice (5) montre que l'on peut d6crire com- 
pl&ement une rotation quelconque dans un syst6me 
de coordonn4es hexagonales h l'aide de quatre nom- 
bres M, U, V, W pour une valeur quelconque du 
rapport c/ a. 

avec M tel que 

t2=tan  2 (O/2)=[(a/c)2(  U 2+ V 2 -  UV)+ W2] /3M 2. 



S. H A G E G E  ET G. N O U E T  219 

2.2. Coi'ncidence tridimensionnelle 

La matrice de rotation RH d6crit une orientat ion 
de coincidence t r id imensionnel le  si, et seulement  si, 
les 616ments R u de la matrice de rotation exprim6s 
par (5) sont tous des nombres  rationnels.  Deux cas 
sont fi envisager: 

(i) Pour une valeur du rapport  ( c / a )  2 quelconque,  
les R u sont tous des nombres  rationnels si, et seule- 
ment si: (a)  M = 0, W = 0 et U, V sont deux nombres  
rationnels,  ou (b) U =  V = 0  et M est un nombre  
rationnel.  On retrouve ainsi les cas de coincidence 
ind6pendants  du rapport  c / a  qui sont d6crits de 
fa~ons 6quivalentes par  une rotation 180 ° d 'axe 
[UV0],  une rotation d 'angle  0 et d 'axe [001] avec 
cotan 2 ( 0 / 2 ) =  3M2; M est un nombre rationnel.  

(ii) Pour une valeur rat ionnelle du rapport  ( c / a )  2, 
les 614ments R u de la matrice RH sont tous des 
nombres  rat ionnels et on peut introduire les 
simplif icat ions suivantes: 

(a) si ( c / a )  2 est un nombre  rationnel,  il existe deux 
nombres entiers /z et u premiers entre eux 
[pgcd(/z, u ) =  1] tels q u e  ( c / a ) 2 - - / z / l : ;  

(b) en reprenant  les 616ments de la matrice RH 
exprim6s (5), on peut 6crire: 

(1) 
[ R 1 3 -  2R23 + 2(  c~ a )2R32] :  

[2R13 - R23 - 2(c / a )2R  31]: 

[ 2 ( R 2 , -  R12)-  ( R l i -  R22)] 

= (v/3Pl + P2): (2p2):[x/3p3(a/c)] 

= u" v: w. (6)* 

Le premier  membre  de l '6quation double (6) n 'est  
constitu6 que d 'expressions rationnelles;  il existe 
donc trois nombres  entiers u, v, w premiers entre eux, 
pgcd(u, v, w ) =  1, qui d6finissent les indices de l 'axe 
de rotation associ6 5. matrice Rn.  Le changement  de 
param&res (4) s'6crit maintenant :  

Pl = (2u - v ) / 2 d '  1/2; P2 = x /3v /2d '  1/2; 

p 3 = ( c / a ) w / d  '1/2 (7) 

d' = u z + v 2 - uv + (c /  a)2w2 

avec u, v, w trois nombres  entiers premiers entre eux. 
(2) 

2(c/a)2(R31+2R32)+3R23 P2P3t 

2 (c /a )2(R31+2R32)-3R23 Pl 

v /3 (c /a ) t  vw 
- d '1/2 ( 2 u - v )  (8) 

Le premier  membre  de l '6quation (8) est un nombre  
rationnel,  v w / ( 2 u  - v) est aussi un nombre  rationnel.  

* L'expression x: y: z = x': y': z' a la signification usuelle: x / y  = 
x'/y'; x / z  = x ' /z '  et y / z  = y'/z' .  

I1 existe donc deux nombres  entiers m, n premiers 
entre eux, pgcd(m, n) = 1, avec: 

x / ~ ( c / a ) t / d ' l / 2 =  n /m.  (9) 

En rempla~ant  les expressions (7) et (9) dans (3), on 
obtient 

R H  = v( uZ + v 2 -  u v ) n 2  + iz(3ra2 + w 2 n 2 )  ] -  t 

r- 
.(u 2 - -  v2)n z 

+M3m 2 - w2n 2) 
+ 2~rnnw 

~(2u- v )vn 2 + 4~mnw 

u ( 2 u  - v ) w n  2 - 3 v m n v  

v(2v - u ) u n  2 - 4 l z r n n w  

v(--u2+ v2)n 2 

+/.L(3m 2 -  w2n 2) 

- 2 t t m n w  

v ( 2 v -  u ) w n 2  + 3 u m n u  

2 t z u w n  2 - 2 1 z m n ( 2 v  - u )  

2l,~vwn 2 -  2la, m n ( 2 u  - v )  . 

v ( - u  2 - v2+ u v ) n  2 

+ tz(3m 2 + w2n 2) 

(10) 

La matrice de rotation RH exprim6e par l 'expression 
(10) et d4crivant une rotation de coincidence est 
6videmment  tr6s proche dans sa forme de l 'expression 
(5) avec des diff6rences essentielles: ( c / a )  2 est un 
nombre  rationnel,  et /z,  u sont deux nombres  entiers 
tels q u e / z / u =  ( c / a )  2 et pgcd(/z, u ) =  1; u, v, w sont 
trois entiers tels que pgcd(u, v, w) = 1; m, n sont deux 
entiers tels que pgcd(m, n) = 1. 

I1 est clair main tenant  qu 'une  rotation de coin- 
cidence t r id imensionnel le  sera d6finie par  un ( c / a )  2 
rat ionnel si [uvw] est une direction du r6seau 
hexagonal  et si l 'angle de rotation est d6fini par: 

tan 2 ( 0 / 2 ) =  [ (a /c )2 (u  2 + v 2 -  uv)n 2 + w 2 n2]/3m 2 

et m, n deux entiers tels que pgcd(m, un, vn, wn) = 1. 
On peut encore v6rifier fi partir  de l '4quat ion (3) 

que si 0 = 180 ° 

R13: R23: R 3 3 +  1 --(v/3pl + P 2 ) :  2p2: [ x / ~ p 3 ( a / c ) ]  

----u" v" w. 

Donc la proposi t ion (7), est encore vraie et on 
retrouve la forme (10) de la matrice de coi 'ncidence 
R ,  a v e c m = 0 e t  n = l .  

L ' indice de co'incidence s'6crit: 

.Y, = [ u(u2-t-  t~E- u v ) n 2 - F  / z ( 3 m 2  q- w2nE)] /  ot 

avec ~ un nombre  entier tel que a = aik, ai un nombre  
entier pouvant  prendre les valeurs 1, 3, 4, 12, et k un 
nombre  entier diviseur du produi t /zu.  

Les r6gles de s61ection sur le param&re a sont 
bas6es sur les facteurs communs  de la d6composi t ion 
des termes (Gr immer  & Warrington,  1987)" 

( u E q t .  /.)2 - -  u v ) n  2, 3 m 2 +  w 2 m  2, / z  et v 

quand tous ces termes sont non nuls. 
_ !  _ l !  _ l  _ l ! .  

Soient a = a]a2a  3 et a2 = u2u2, a 3 =  U3U3, a l ,  a~, 
/? /t a2, a~ e t a  3 t o u s  entiers. 

al = 1, 3, 4 ou 12 et a] est un diviseur commun  
aux termes (u2+ v 2 -  uv)n 2 et 3m2+ w2n2; 

I a 2 =  1 ou 3 et a~ est un diviseur c o m m u n  aux 
termes (u2+ v 2 -  uv)n2/a l  e t / z ;  
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I !  a 2 est un diviseur de un et vn et un diviseur de 
Ix/a'2 et (a~) 2 est un diviseur de ( u 2 + v  2 -  
uv)n2/(a'2al); 

! ! 
a 3 = 1 ou 4 et a 3 est un diviseur commun  aux 

termes (3m2+ w2n2)/al et v; 
H a 3 est un diviseur de wnet  m et un diviseur de 
via'3 et (a~') 2 est un diviseur de (3m2+ 
w2n2)/(a'aal). 

Ix et v ne pouvant  ~tre nuls, il reste 5. consid6rer les 
cas: 

u :+v 2 - u v = O  donc u = v = 0 ;  w = l  puisque 
pgcd(u, v, w) = 1 et m, n deux nombres entiers 
tels que pgcd(m, n) = 1; 

a i = 1, 3, 4 ou 12 et a~ est un diviseur de n 2 + 3 m 2; 
l r !  ! t !  , 

a2 = 1, a2 = Ix, a3 = 1, a 3 = 1, 
3m2+ w2n 2=Odonc m = 0 e t  (w = 0 o u  n =0 ) ;  n = 0  

est impossible  puisque pgcd(m, n ) =  1 alors 
n = 1 et w = 0, u, v deux nombres entiers tels 
que pgcd(u, v ) =  1. 

a ~ = 1, 3 et a: est un diviseur de u2+ v ~ -  uv; 
l t t  ! l !  

a2 = 1, a2 = 1, a 3 = 1, a 3 = v. 

3. Les douze descriptions 'hexagonalement' 
4quivalentes 

La relation d 'or ientat ion entre deux m~mes r~seaux 
peut s 'expr imer  de diff6rentes mani~res. Les 
6quations (5) et (10) du paragraphe pr4c6dent expri- 
ment respectivement une rotation quelconque ou une 
rotation de co'incidence d 'angle  et d 'axe [uvw] reliant 
les r6seaux 1 et 2. Si l 'on appl ique 5. l 'un des deux 
r6seaux, ou aux deux r6seaux, l 'une des douze 
op6rations de sym6trie de la sym6trie hexagonale,  on 
exprime la m~me relation d 'orientat ion mais par une 
matrice de rotation diff6rente. En tenant compte que 
le r61e des deux r6seaux peut ~tre invers6, il y a 
2 x  12x 12 rotations qui d6crivent la m~me relation 
d 'orientat ion.  Elles ont 6t4 appel4es 'hexagonale-  
ment '  6quivalentes par Gr immer  (1980). Parmi le 
m a x i m u m  de 288 descriptions possibles, il n 'y a 
toujours au m a x i m u m  que douze angles de rotation 
diff6rents. Pour chaque angle de rotation, tous ies 
axes de rotation sym&riquement  4quivalents sont 
possibles. Toutes ces 288 descriptions sont 6quivalen- 
tes et forment  une classe. Le repr6sentant le plus 
caract6ristique de la classe est celui qui correspond 

l'angle de rotation le plus petit et ~ l'axe de rotation 
dans le triangle s tandard de la projection st6r4o- 
graphique (u < 2v et w >  0). Gr immer  & Warrington 
(1985, 1987) ont montr6 qu'i l  6tait possible de 
d&erminer  le repr6sentant de fagon unique. 

L 'ensemble  des douze angles de rotation donne 
aussi une bonne  image de la classe et permet de 
distinguer plus faci lement  les diff6rentes classes. On 
peut leur associer douze axes de rotation (Tableau 
1). Ce sont les douze descriptions que l 'on obtient en 
appl iquant  les 414ments de sym6trie 5. un seul r6seau 
(le r6seau 2, par  exemple),  en restant donc toujours 

Tableau 1. Les douze descriptions dquivalentes d'une 
relation d'orientation de coi'ncidence 

1 u n  v n  w n  m 

2 2vn - 2 ( u -  v)n w n - 3 m  wn + m 
3 - 2 ( u -  v)n -2un  - w n - 3 m  w n -  m 
4 - ( u  - 2 o ) n  - (2u  - v)n - 3 m  wn 
5 2(u+ v)n - 2 ( u - 2 v ) n  3(wn-  m) wn+3m 
6 - 2 ( 2 u - v ) n  -2 (u  + ~. ,)n - 3 ( w n + m )  wn-3ra  
7 -21.t(wn + m) -4tzm v(2u - v)n vvn 
8 -4tzm 2 t z ( w n - m )  v ( u - 2 t , ) n  r u n  

9 21z (wn-m)  21.t(wn+m) - v ( u + v ) n  v ( u - v ) n  
10 4tzwn 2tx(wn+3m) -3run  v ( u - 2 v ) n  
11 2 t z ( w n - 3 m )  4lzwn -3vtm v ( 2 u - v ) n  
12 - 2 # ( w n + 3 m )  2 t z ( w n - 3 m )  3 v ( u - v ) n  v ( u + v ) n  

sur une m~me base, celle du r4seau 1. Le Tableau 1 
a 6t6 6tabli 5. partir de la matrice (10), donc pour  une 
orientation de co'/ncidence d6finie par les param&res 
(m, un, vn, wn, Ix, v). Un tableau tout 5. fait compar-  
able peut ~tre &abli 5. partir  du cas g6n6ral (M, U, 
v, w, c~ a). 

La lecture du Tableau 1 permet de v6rifier que deux 
op6rateurs sont suffisants pour retrouver les douze 
descriptions 5. partir de (m, n, u, v, w). On les note I 
et J. 

L'op4rateur l = [ 2 ( u + v ) n ;  - 2 ( u - 2 v ) n ;  3 ( w n -  
m); (wn+3m)] relic dans l 'ordre les descriptions 1, 
5, 2, 4, 3, 6, 1 , . . .  et les descriptions 10, 7, 12, 8, 11, 
9, 1 0 , . . . .  

L'op6rateur J =(4Ixwn; 2Ix(wn+ 3m); -3run;  
v ( u - 2 v ) n ]  relic les descriptions 1, 10, 1 , . . .  ; 2, 11, 
2 , . . .  ;3,  12, 3 , . . .  ; 4, 8, 4 , . . .  ; 5 ,9 ,  5 , . . .  ; 6, 7, 6 , . . . .  

Les relations entre les diff6rentes descriptions sont 
d6crites sur la Fig. 1. 

On peut placer ces douze axes de rotation sur une 
projection st4r6ographique. Alors un certain hombre  
de r6sultats remarquables  apparaissent.  Les douze 
axes de rotation se placent selon deux plans;  les six 
premiers axes du Tableau 1, ind6pendants  de c/a, 
sont sur le premier plan P e t  les six derniers de ce 
tableau, d6pendants  de c/a, sont sur l 'autre plan P'. 
Les deux plans,  P et P',  sont perpendiculaires  et 
s ' intersectent dans le plan de base. La direction com- 
mune 5. P et P',  dans le plan de base, peut ~tre ou 
ne pas ~tre un axe de rotation. Si cette direction 
commune  est un axe de rotation, il y a au moins un 
autre axe de rotation, et celui-15, correspondant  5. un 
angle de 180 °, 5. 90 ° sur P ou P'  scion que les indices 
de la direction commune  d6pendent  de c/a ou non. 

tJ tJ IJ IJ IJ lJ 

Fig. 1. F o n c t i o n  des op6ra teurs  I e t  J sur  les d o u z e  desc r ip t ions  
du Tab l eau  1. 



S. HAGEGE ET G. NOUET 221 

Un deuxi6me axe de rotation 180 ° peut exister sur 
l'autre plan (P'  ou P) si la direction commune est 
un axe de sym6trie dans le plan de base du r6seau. 
Si un axe de rotation sur P correspond ~ un angle 
de 180 ° , cet axe est la normale du plan P' et vice 
versa, un axe de rotation 180 ° sur P' est la normale 
de P. 

Une autre s6rie de propri6t6s remarquables 
apparai't sur une projection (001) des directions des 
axes de rotation situ6s dans les plans P e t  P'. Sur 
une telle projection, les six directions des axes de 
rotation sont ~t 30 ° les unes des autres. C'est un r6sultat 
assez particulier que de constater que les douze axes 
de rotation se r6partissent de fa~on si 'hexagonale- 
ment' 6quivalente dans l'espace. En pratique, ces 
descriptions 6quivalentes sont obtenues en 
appliquant un 616ment de sym6trie du cristal ~ la 
matrice de rotation (six fois une rotation 60 °, [001] 
compos4e avec une inversion de l'axe c). Le fait que 
les axes de rotation, vecteurs propres (valeur propre = 
1) des douze matrices de rotation 6quivalentes, se 
r6partissent en projection, suivant la m~me sym6trie, 
est dfi ~ la nature intrins6que des axes de rotation: 
ils relient les directions de m~mes indices et 
sym6triquement 6quivalentes. Une autre fa~on plus 
g6om6trique de visualiser la sym6trie de la distribu- 
tion spatiale des axes de rotation est de consid6rer 
les plans bissecteurs (plans bissecteurs interne et 
externe) des directions les plus simples de chaque 
cristal. Quelle que soit la fa~on de d6crire la relation 
d'orientation, elle doit faire correspondre l'axe c, 
[00111 du cristal 1 avec l'axe c, [00112, ou son oppos6 
[00i]2, du cristal 2. Donc l'axe de rotation est dans 
un des deux plans bissecteurs de [00111 et [00112. Les 
deux plans bissecteurs d'un m~me couple de direc- 
tions sont h 90 °. Ce sont donc les plans P e t  P'. En 
reprenant le m~me raisonnement avec les directions 
du type [100] et [210] de chaque cristal, on peut 
retrouver intuitivement la distribution h 30 ° dans 
chaque plan. L'existence des deux op6rateurs I e t  J 
confirme de fa~on plus analytique cette distribution 
spatiale. De plus Grimmer (communication per- 
sonelle) a montr6 que la direction perpendiculaire au 
plan P a pour coordonn6es: 

p = [ t z ( m u n  - 2 m v n  + uwn2) ,  1~(2mun - m v n  + vwn2) ,  

u(- -u2n2q  - u r n  2 -  v2n2)] 

et que la direction perpendiculaire au plan P'  a pour 
coordonn6es 

p '=  [ m u n  - 2 m v n  + uwn  2, 2 m u n  - m u n  + vwn  2, 

3m2 + w2 n2]. 

entre p' et les six derniers axes du tableau est aussi 
nul.* 

Ces r6sultats sont illustr6s par une s6rie d'exemples 
en Appendice A. 

4. Les relations de coincidence 

4.1. Les  relat ions  de coi 'ncidence exac te  
t r id imens ionne l le  

Comme nous l'avons vu au .§ 2, les seuls cas de 
coincidence exacte tridimensionnelle dans la sym6trie 
hexagonale se classent en deux groupes: 

(i) Ceux dont l'orientation est ind6pendante du 
rapport c / a .  Leur nombre est relativement limit6 (8 
cas jusqu'~ ~ = 50). Leur r61e est n6anmoins impor- 
tant puisqu'ils ont 6t6 observ6s exp6rimentalement 
dans le magn6sium par Loberg & Smith (1974), le 
zinc par Kokawa, Watanabe, Uehara & Karashima 
(1978), le zirconium par Karakostas & Delavignette 
(1984) et le carbure de tungst6ne par Hag6ge (1979) 
et par Lay, Nouet, Hag~ge, Delavignette & Vicens 
(1986). La pr6cision des mesures rapport6es dans ces 
travaux ne permet pas de dire si ces cas exp6rimen- 
taux correspondent vraiment ~ une orientation de 
co'incidence exacte on s'ils en d6vient 14g~rement. 

(ii) Ceux dont l'orientation de coincidence est due 
un rapport ( c / a )  2 rationnel. Ils sont 6videmment 

infiniment plus nombreux, mais il est beaucoup plus 
d41icat d'essayer de les relier h une r4alit4 physique. 
Par la nature m~me de la d6termination des para- 
m6tres c et a, le rapport ( c / a )  2 ne peut pas ~tre un 
nombre rationnel. Toutefois, cette approche a l'avan- 
tage de d6crire les joints par des orientations de 
coi'ncidence simple. I1 faut ensuite adapter ce r4sultat 
en admettant qu'en r6alit6 le joint va d6vier 16g6re- 
ment de cette situation id6ale. L'exemple le plus 
probant qui permettrait d'accepter ce type d'approche 
a 4t6 illustr6 dans le cadre de l'6tude des joints de 
grains dans le carbure de tungst6ne dont le rapport 
c / a  est 6gal ~ 0,976; ce rapport est tr~s proche de la 
valeur id6ale ( c / a )  2= 1 pour lequel la liste des cas 
de co'incidence est tr~s importante en nombre et con- 
tient en particulier une orientation ~ = 2 que l'on doit 
supposer 6nerg6tiquement tr~s favorable. Les orienta- 
tions proches de ~ = 2 sont observ6es tr~s fr6quem- 
ment dans ce type de mat6riau et semblent jouer un 
r61e pr6pond6rant dans leur comportement ther- 
mom6canique (Hag6ge, Nouet & Delavignette, 1980; 
Lay, 1985). 

I1 semble donc raisonnable de conserver ce type 
d'approche & partir de laquelle on pourra envisager 
une m4thode d'6tude des joints de grains. 

I1 est possible de v6rifier ainsi que p. p' = 0, que le 
produit scalaire entre p e t  les six premiers axes du 
Tableau 1 est nul et, de m~me, le produit scalaire 

* Le produit scalaire de deux directions [uvw] et [u'v'w'] en 
coordonn6es hexagonales 3 indices est donn6 par: 

[ uvw][u' v'w'] = uu ' -  ( uv' + vu')/2 + vv' + ( c/ a)2ww '. 
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Pour un mat6riau donn6, il faut rep6rer un rapport 
(c/a) z rationnel simple (/z, v deux nombres entiers 
les plus petits possibles) assez proche de la valeur 
exp&imentale, &ablir la liste des cas de coi'ncidence 
jusqu'fi une valeur maximale d'indice raisonnable. 
Ensuite, ?~ partir d'analyses exp6rimentales, il faut 
relier une orientation ~ un indice de co'incidence. 
Quand cela est possible, on d6nommera les joints 
observ6s comme 'proche d'une coi'ncidence id6ale'. 
I1 existe de nombreux joints proches de 2 = 2 , /z /v  --- 1 
dans le carbure de tungst~ne (Hag~ge et al., 1980; 
Lay, 1985); la macle de d6formation (1072) dans le 
zinc est proche de 2 = 13, t z / v = 7 / 2  ou de 2 = 15, 
p./v = 24/7 (Hag~ge, 1989). I1 n'a jamais 6t6 possible 
exp6rimentalement de relier exactement par un sys- 
tome de dislocations ou de marches, une observation 
et une orientation de co'incidence d6finie par un 
(c/a) 2 rationnel. Le point serait plut6t de corr61er 
une observation fr6quente avec l'existence d'une 
co'incidence id6ale proche. 

4.2. Les relations de coi'ncidence exacte bidimensionelle 

Le Tableau 1 contient une information tr6s impor- 
tante que nous avons d6j~. utilis6e dans le cadre de 
la distribution spatiale des directions des axes d e  
rotation 6quivalents. Les indices des six axes de rota- 
tion du plan P sont ind6pendants du raport c~ a, alors 
que les indices des six autres axes de rotation sont 
directement fonction de ce rapport. Pour un mat6riau 
r6el, la valeur du rapport (c/a)  2 est irrationnelle. 
Donc, si l'on consid&e une direction cristal- 
lographique (u, v, w trois nombres entiers) et un 
coupe de nombres entiers (m, n) tel que pgcd(m, n) = 
1, la relation d'orientation d6finie par (m, n, u, v, w) 
se d6crit de faqon 6quivalente par six axes de rotation 
cristallographiques (ceux dont les indices ne d6pen- 
dent pas de c/a)  et six axes de rotation non-cristal- 
lographiques (leurs indices d6pendent de c/a et ont 
donc une valeur irrationnelle). Au niveau de la r6- 
partition dans l'espace des nceuds du r6seau de co'in- 
cidence la conclusion est simple: la plan P poss~de 
un ensemble plus ou moins dense de nmuds du r6seau 
en co'incidence alors que le plan P' n'a aucun nceud 
en coi'ncidence. La totalit6 des nceuds du r6seau de 
co'incidence se trouve dans le plan P e t  forme donc 
un r6seau bidimensionnel de coincidence et cela quel 
que soit le rapport r6el c/a mais pour un axe de 
rotation cristallographique et un angle ad6quat 
[pgcd(m, n) = 1 ]. 

Les cas de co'incidence sont donc tr~s fr6quents 
dans la sym&rie hexagonale et de toutes les faqons, 
beaucoup plus fr6quents que l'on a pu le  noter pr6- 
c6demment, m~me si l'on doit ajouter que la tr~s 
grande majorit6 des orientations de coincidence 
cr6ent des r6seaux de co'incidence :~ deux dimensions. 
De plus, ces r6seaux de CO'l'ncidence ~ deux 
dimensions sont directement l'image de la r6alit6 

physique puisque le vrai rapport c~ a est int6gr6 dans 
la relation d'orientation. Pour un angle et un axe de 
rotation ad6quats, il n'y a plus fi envisager de 'rat- 
trapage de structure'. 

4.3. Les relations de coi'ncidence approch& 

Plusieurs degr6s dans la notion de co~'ncidence 
approch6e peuvent &re envisag6s par rapport /t la 
dimension du r6seau de CO'l'ncidence exacte: 

Une orientation exp6rimentale sera plus ou moins 
proche d'une orientation de CO'l'ncidence id6ale/~ trois 
dimensions ind6pendantes du c/a. ll faudra quan- 
tifier la d6viation en termes de matrice de rotation 
suppl6mentaire et confirmer cette d6viation suppi6- 
mentaire par un ou plusieurs r6seaux de dislocations 
de rattrapage. 

Une orientation exp6rimentale sera plus ou moins 
proche d'une orientation de co'incidence ~ trois 
dimensions pour un rapport (c/a) 2 rationnel. Le 
choix, ou le non-choix, de ce rapport, devra &re 
justifi6 par rapport ~ un ou plusieurs autres. S'il 
semble 6vident de d6crire un joint dans le carbure de 
tungst~ne par 2 = 2, # / v  = l, le cas de la macle de 
d&ormation dans le zinc, c~ a = 1,856, laisse le choix, 
par exemple, entre 2 = 13, i~ / v=7 /2  (c/a = 1,871) 
et 2~ = 15,/x/v = 24/7 (c/a = 1,852). Ce choix ne doit 
pas poser de problbme de principe tant qu'une 
orientation de co'incidence tridimensionnelle existe 
'~ proximit6' de la valeur exp6rimentale. Cette 
configuration stable a servi de base de travail pour 
une &ude ult6rieure plus fine de la structure du joint 
(Hagbge, 1987). 

Une orientation exp6rimentale sera plus ou moins 
proche d'une orientation exacte de CO'l'ncidence 
deux dimensions pour un rapport c/a r6el. 

Une orientation exp6rimentale sera plus ou moins 
proche d'une orientation de co~'ncidence ~ une 
dimension. C'est le cas o~ un axe de rotation a des 
nceuds en coi'ncidence (u, v, w rationels) mais o~ 
l'axe de rotation ne correspond pas fi une orientation 
de co'incidence (m quelconque); les autres axes de 
rotation 6quivalents ne sont pas des directions du 
r6seau. 

Une orientation exp&imentale ne peut pas &re 
rapproch6e raissonablement d'une orientation de 
coincidence, quelle que soit sa dimension. 

4.4. Les relations de coi'ncidence dans l'espace direct 
et dans l'espace r&iproque 

Les douze descriptions 6quivalentes de la relation 
d'orientation de co~'ncidence ont 6t6 exprim6es par 
des axes de rotation donc, par des directions de 
l'espace direct. Il est possible d'introduire les indices 
des plans perpendiculaires aux axes de rotation 
6quivalents. Ces indices de plan s'experiment aussi 
simplement ~ l'aide des m~mes param&res m, n, u, 
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Tableau 2. Les douze descriptions dquivalentes d'une 
relation d' orientation de coi'ncidence exprimdes par six 

axes et six plans inddpendants du rapport c/ a 

ui I) i w i 

1 un on wn  
2 2 v n  - 2 ( u  - v ) n  wn  - 3 m  

3 - 2 ( u -  v)n - 2 u n  - w n - 3 m  
4 - ( u - 2 v ) n  - 2 ( u - v ) n  - 3 m  

5 2(u + v)n - 2 ( u  - 2 v ) n  3 ( w n  - m )  
6 - 2 ( 2 u - v ) n  - 2 ( u +  v) - 3 ( w n + m )  

7 - 2 w n  2 w n  - 3 m  (2u - v)n 
8 - w n - 3 m  2 ( w n + m )  ( u - 2 v ) n  
9 w n - 3 m  w n + 3 m  - ( u +  v ) n  

10 wn - rn 2 m  - u n  

11 - 2 m  w n + m  - l)/'l 
12 - w n - m  w n - r n  ( u - o ) n  

hi . k i l~ 

v, w. La relation d'orientation peut donc &re d6crite 
aussi par douze plans perpendiculaires aux douze 
axes de rotation. Cette description par des plans 
perpendiculaires a 6t6 propos6e par Delavignette 
(1982, 1983). Le r6sultat le plus int6ressant de cette 
approche concerne la relation entre les indices des 
directions et des plans perpendiculaires et les 
param&res c et a. En appliquant la formule* reliant 
les indices des directions et des plans perpen- 
diculaires, on constate que les indices des plans per- 
pendiculaires aux axes de rotation 1-6, ind6pendants 
de c/a, d6pendent maintenant de c et a, alors que 
les indices des plans perpendiculaires aux axes de 
rotation 7-12, d6pendants de c/a, ne d6pendent plus 
de c~ a. Ceci est toujours vrai sauf pour les directions 
du plan base (W = 0) pour lesquelles directions et 
plans perpendiculaires ont les m~mes indices 
ind6pendant de c/a. 

On peut donc repr6senter une relation d'orientation 
de coi'ncidence de fa~on ind6pendante du rapport 
c~ a par six axes de rotation (six directions de l 'espace 
direct), et six plans perpendiculaires aux six autres 
axes de rotation (six plans de l'espace direct). Cette 
orientation de co'incidence peut aussi &re d6crite par 
six directions de l'.espace direct et six directions de 
l'espace r6ciproque (Tableau 2). 

Ce dernier point rev~t tout particulier pour 
l 'exp6rimentateur utilisant la diffraction 61ectronique 
pour d6terminer les relations d'orientation. Pour une 
relation d'orientation d6crite par au moins un axe de 
rotation rationnel [uvw] et par une valeur de m 
entibre, il n'existe que six directions cristal- 
lographiques de l'espace r6ciproque, six vecteurs g, 
communs aux deux r6seaux. Ce sont ces vecteurs g 
communs aux deux r6seaux qui sont indispensables 
pour affiner et pr6ciser une relation d'orientation et 
pour interpr6ter des images de dislocation dans la 
paroi du joint. Alors que pour la sym6trie cubique 
on dispose de 24 r6flexions g communes r6parties de 

* La direct ion de la normale  fi un plan (hki l)  a pour  indices 
( h, k, i, 3 ( a / c )21], coordonn6es  hexagonales  4 indices. 

fagon homog6ne dans l'espace, dans la sym6trie 
hexagonale, il n 'y a plus que six vecteurs g communs 
et, de plus, ils sont coplanaires puisque les six axes 
de rotation 7-12 sont dans un m~me plan P'. Cette 
restriction majeure va s6rieusement compliquer le 
travail exp6rimental, aussi bien au niveau de la d6ter- 
mination fine de la d6viation ~ la coTncidence que 
dans l'6tude des translations au niveau de la paroi 
du joint (Hag~ge, Chermant & Nouet, 1988). 

5. Exemple 

Nous nous sommes int6ress6s au cours d 'un travail 
pr6c6dent (Hag~ge, 1989) aux macles de d&ormation 
dans les m6taux de structure hexagonale compacte. 
Dans le cas particulier de la macle (1012) dans le 
zinc, la relation d'orientation se d6crit, par exemple, 
par une rotation 180 ° (n = 0, n = 1) d'axe rll, [21i] 
(u = 2, v = 1, w = 1). Les expressions du Tableau 1 
pour c/a = 1,856 (valeur exp6rimentale, fiche ASTM) 
permettent de retrouver les douze descriptions 
6quivalentes. 

On a repr6sent6 sur le Tableau 3 les douze angles 
de rotation, les axes de rotation en indices de Miller 
et de Miller-Bravais et les plans perpendiculaires en 
indices de Miller-Bravais. Les indices de Miller- 
Bravais sont les plus commodes pour les projections 
st~r6ographiques exp~rimentales. On retrouve la 
description 180 °, r/l; le plan de macle (1012) est le 
plan perpendiculaire ~ l'axe de rotation 180 °, n ° 10. 
Les directions et les plans d'indices irrationnelles ne 
sont pas repr6sent6s. 

(i) Pour d6crire cette relation d'orientation par 
rapport ~ un cas de coi'ncidence tridimensionnelle, 
on peut se limiter arbitrairement ~ un 2 maximum 
de 35. D'apr~s les r~gles de s61ection sur o~, il suffira 
d'envisager des valeurs maximales de /z et de ~,, 
respectivement 6gales h 105 et ~ 35. I1 en r6sulte les 
quatre cas suivants: 

~ / u  c/a 2 
17/5 1,844 32 
24/7 1,852 15 
45/13 1,861 28 

7/2 1,871 13. 

Les expressions du Tableau 1 sont appliqu6es h ces 
quatre cas (Tableau 4). Ces descriptions sont 6videm- 
ment tr~s proches entre elles et de la description de 
la macle. On retrouve surtout en commun les six 
descriptions ind~pendantes de c/a. 

(ii) En choisissant le repr6sentation direc- 
t ions/plans,  la macle (1012) se d6crit par: 

six axes de rotation: 
[,2il], [7.21], [24i], [010], [201], [22i] 
ou [i011], [P.201 ], [022i], [ i2 i0] ,  [~,223], [22~,~]; 
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Tableau 3. Les douze descriptions ~quivalentes de la macle (10].2) dans le zinc (c /  a = 1,856) 

Les axes  d e  r o t a t i o n  s o n t  n o t 6 s  e n  i n d i c e s  de  M i l l e r  [ uvw] et  de  M i l l e r - B r a v a i s  [ uvtw]. Les p l a n s  p e r p e n d i c u l a i r e s  s o n t  n o t 6 s  e n  i n d i c e s  
d e  M i l l e r - B r a v a i s  (hkil). Les d i r e c t i o n s  et p l a n s  d ' i n d i c e s  i r r a t i o n n e l s  n e  s o n t  p a s  no t6s .  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 180 101,4 101,4 86,0 137,1 137,1 140,1 94,0 140,1 180 107,6 107,6 

u - 2  - 2  2 0 - 2  2 0 
v - I  2 4 1 0 2 1 
w 1 1 - 1  0 1 - 1  0 

u - 1  - 2  0 - 1  - 4  2 - 1  
v 0 2 2 2 2 2 2 
t 1 0 - 2  - 1  2 - 4  - 1  
w 1 1 - 1  0 3 - 3  0 

h - 1  - 2  - 1  1 1 0 - 1  
k 2 1 2 1 0 1 1 
i - 1  1 - 1  - 2  - 1  - 1  0 
l 0 - 3  0 3 2 l - 1  

Tableau 4. Les douze descriptions ~quivalentes de la macle (10].2) pour t.t/ v = 17/5, 24/7, 45/13 et 7/2 

~/v = 17/5 ~ = 32 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 180 101,7 101,7 86,4 137,2 137,2 140,0 93,6 140,0 180 107,3 107,3 

u - 2  - 2  2 0 - 2  2 - 3 4  0 34 34 34 - 3 4  
v - 1  2 4 1 0 2 0 1 34 17 68 34 
w 1 1 - 1  0 1 - I  - 1 5  0 15 15 15 - 1 5  

~1u-24/7 ~ = 1 5  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 180 101,6 101,6 86,2 137,2 137,2 140,1 93,8 140,9 180 107,5 107,5 

u - 2  - 2  2 0 - 2  2 - 1 6  0 16 16 16 - 1 6  
v - 1  2 4 I 0 2 0 1 16 8 32 16 
w 1 1 - 1  0 1 - 1  - 7  0 7 7 7 - 7  

~=45/13  ~ = 2 8  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 180 101,4 101,4 85,9 137,1 137,1 140,2 94,1 140,2 180 107,7 107,7 

u - 2  - 2  2 0 - 2  2 - 3 0  0 30 30 30 - 3 0  
v - 1  2 4 1 0 2 0 1 30 15 60 30 
w 1 1 - 1  0 1 -1  -13  0 13 13 13 - 1 3  

~1u=7/2 ~ = 1 3  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
0 180 101,1 101,1 85,6 137,0 137,0 140,3 94,4 140,3 180 107,9 107,9 

u - 2  - 2  2 0 - 2  2 - 7  0 7 14 7 - 7  
v - 1  2 4 1 0 2 0 1 7 7 14 7 
w 1 1 -1  0 1 - 1  - 3  0 3 6 3 - 3  

six plans (vecteurs g) 
(].20), (513), (113), (102), (011), (].1].) 
ou (]2]0), (2113), (1123), (10].2), (01].l), (]101) 

que l'on peut repr6senter sur une projection st6r6o- 
graphique de l'espace direct par les axes de rotation 
(Fig. 2a) ou r6ciproque pour les plans (Fig. 2b). Le 
p61e de projection choisi pour l'espace direct est la 
direction [211], ou [].011]; pour l'espace r6ciproque, 
on a choisi le plan perpendiculaire fi cette direction. 
II est utile de consid6rer, dans le cas de la projection 
dans l'espace r6ciproque, les coupes dont les p61es 
sont des r6flexions g communes (Bary et al., 1986). 
I1 y a donc douze coupes communes fi envisager. En 
fait, les coupes 7-12 dont les p61es sont des r6flexions 

g communes rationnelles ne sont pas directement 
utilisables car ce sont des coupes irrationnelles. Les 
coupes les plus utiles sont les coupes 1-6 dont les 
pSles sont des r~flexions g communes irrationnelles. 
Dans ce dernier cas, c'est donc une direction ration- 
nelle de l'espace direct qui a 6t6 plac6 dans l'axe du 
faisceau d'61ectrons du microscope. Il est bon de noter 
aussi que le plan P, qui contient les six directions 
cristallographiques et l 'ensemble des noeuds du 
r6seau en co'incidence, est le plan dont la normale 
est i'axe de rotation 180 ° n ° 10. C'est le plan (1012), 
plan de macle, le plan K~ de la description classique 
des macles pour lequel tousles nceuds du r6seau sont 
en coTncidence et qui est le plan miroir de 
l'orientation. 
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Fig. 2. Projections st6r6ographiques pr6sentant les douze descrip- 
tions du Tableau 3 et les principales directions du cristal 1 
(au-dessus de l'6toile) et du cristal 2 (au-dessous de la croix) 
en indices de Miller: (a) projection des directions dans l'espace 
direct; (b) projection des plans dans l'espace r6ciproque. 

Les auteurs ~ remercier tout particuli~rement Dr 
H. Grimmer (Wiirenlinger, Suisse) et Dr P. 
Delavignette (Mol, Belgique) pour l 'aide et les con- 
seils qu'ils ont apport6 lors de la pr6paration et d'e 
la r6daction de ce travail. 

APPENDICE A 

Afin d'illustrer les r6sultats du § 3, les cas tx/v= 
3, Z = 7, 4, 19 et 20 sont d6taill6s. 

(i) (m, n, u, v, w) = (0, 1, 3, 1, 0); Z -- 7 (cf Tableau 
5 et Fig. 3). Les six angles de rotations pour l'axe 
[001] sont 21, 79; 38, 21; 81, 79; 98, 21; 141, 79 et 
158, 21 °. Les rotations 180 ° sont des axes de deux 
types (310) et (510) dans le plan de base et ces six 
directions sont 6videmment ~ 30 ° les unes des autres, 
les trois axes (310) h 60 ° et les trois axes (510) ~ 60 °. 

(ii) (m,n,u,v,w)=(O, 1,-1, O, 1); Z = 4  (cf 
Tableau 6 et Fig. 4). I1 y a deux axes de rotations 
180 °, un dans le plan P, l 'autre dans le plan P', et ils 
correspondent respectivement aux normales des 
plans P '  et P. Les douze axes de rotation sont dans 
les plans prismatiques miroirs du r6seau du type {110} 
ou {100}. Aussi bien pour le plan P que pour le plan 
P', les directions &ant dans des plans prismatiques, 
elles sont bien ~ 30 ° les unes des autres en projection 
(001); les trois du type u 0 w sont ~ 60 ° et les trois 
du type 2v v w sont ~ 60 °. L'angle de rotation le plus 
petit est pour l'axe de rotation [120], axe de sym&rie 
dans le plan de base h l 'intersection de P e t  P'. 

(iii) (m, n, u, v, w) = (0, 1, 3, 1, 2); Z = 19 (cf 
Tableau 7 et Fig. 5). I1 n'y a qu'une rotation 180 ° 
pour [312] et un axe de rotation [150] dans le plan 
de base ~ l 'intersection des plans P et P'. La direction 
[312] ne d~pend pas de /z et v. C'est la direction 
perpendiculaire au plan P'. Aucun axe de rotation 
du plan P n'est dans un plan prismatique miroir du 
r6seau ([312], [1~-1], [231], [150], [4i3], [543]). Tous 
les axes de rotation du plan P '  sont dans des plans 
prismati_ques miroirs du r~seau ([12,0,5], [0,12,1], 
[331], [843], [481], [?.21]) sauf [150] qui, en fait, 
n 'appartient pas 'vraiment '  au plan P '  puisque c'est 
l 'axe de rotation n ° 4 et qu'i l  est ind6pendant de /z 
et v. Toutefois [150] est quand m~me dans un plan 
miroir (le plan de base). Les directions des axes de 
rotation de P '  sont ~videmment fi 30 ° pour la m~me 
raison que pr~c~demment (ii), mais en outre, les 
directions des axes de rotation de P sont aussi ~ 30 ° 
alors qu'elles ne sont pas dans des plans prismatiques. 

(iv) (m,n,u,v,w)=(1,3,8,2,3); Z = 2 0  (cf 
Tableau 8 et Fig. 6). Les directions de tous les  axes 
de rotation ne sont ni dans le plan de base, ni dans 
les plans prismatiques. L'intersection de P e t  de P'  
dans le plan de base n'est pas un axe de rotation. Les 
deux plans P e t  P '  sont bien perpendiculaires, mais 
leurs p61es, respectivement sur P'  et P, ne sont pas 
des axes de rotation• Toutefois, et encore pour ce cas 



Tableau 5. Les douze descriptions pour les param~tres (0, 1, 3, 1, 0) et tx/ u = 3/1 

I . t /u=3/ l  m,n,u ,  v, w = O 1 3 1 0  ~ = 7  

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
180 180 180 180 180 180 141,8 21,8 98,2 158,2 38,2 

3 1 - 2  -1  4 - 5  0 0 0 0 0 
1 - 2  - 3  - 5  - 1  - 4  0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 1 -1  -1  -1  

1 
0 167,2 

u 8 
v 2 
w 3 

12 
81,8 

0 
0 
1 

Tableau 6. Les douze descriptions pour les param~tres (0, 1 , - 1 ,  0, 1) et t~/u = 3/1 

I~/u=3/ l  m , n , u , v , w = O 1 ] O l  ,~=4 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
100 82,8 82,8 60 128,7 128,7 180 128,7 128,7 151,0 120 

- 3  0 2 ! - 2  4 - 3  0 6 4 1 
0 2 2 2 2 2 0 6 6 2 2 
1 1 - 1  0 3 - 3  - 1  - 1  1 1 0 

Tableau 7. Les douze descriptoins pour les param~tres (0, 1, 3, 1, 2) et l~/ v = 3/1 

# / v = 3 / l  m, n, u, v, w=O l 3 1 2  ,~=19 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
180 93,0 93,0 74,7 133,2 133,2 157,1 106,8 133,2 166,8 110,0 

3 1 - 2  -1  4 - 5  -12  0 3 8 4 
1 - 2  - 3  - 5  - 1  - 4  0 12 3 4 8 
2 1 -1  0 3 - 3  5 1 -1  - 3  -1  

Tableau 8. Les douze descriptions pour les parambtres (1, 3, 8, 2, 3) e t / ~ / u  = 3/1 

p. /u=3/I  m, n, u, v, w = l  3 8 2 3 ,~=20 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
112,0 126,9 109,0 134,4 157,7 157,7 78,5 109,0 154,2 77,0 

2 - 3  - 4  5 -14  -10  -1  8 3 2 
- 6  - 4  -14  - 2  -10  - 2  4 10 2 6 

1 - 1  - 1  2 - 5  7 1 - 5  - 2  - 1  

12 
151,0 

- 2  
2 

- 1  

12 
12 5,4 

- 2  
2 
1 

12 
112,0 

- 4  
2 
3 

10 7 

1 

4 

Fig.  3. D i s t r i b u t i o n  s p a t i a l e  des  d o u z e  axes  de  r o t a t i o n  du  
T a b l e a u  5. 

Fig.  4. D i s t r i b u t i o n  s p a t i a l e  des  d o u z e  axes  de  r o t a t i o n  du  
T a b l e a u  6. 
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Fig.  5. D i s t r i b u t i o n  s p a t i a l e  des  d o u z e  axes  de  r o t a t i o n  du  
T a b l e a u  7. 

Fig. 6. D i s t r i b u t i o n  s p a t i a l e  des  d o u z e  axes  de  r o t a t i o n  du  
T a b l e a u  8. 
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qui est le plus g6n6ral, les directions des axes de 
rotation de P et P' sont h 30 ° les unes des autres. 
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Abstract 

The molecular replacement method (MR) is likely to 
cause significant systematic errors in the analysed 
structure. These errors are not always corrected 
automatically during least-squares refinement. It is 
therefore crucial that both the orientation and transla- 
tion parameters are optimized before refinement is 
undertaken. The techniques used to achieve this 
depend either on the rigid-body refinement concept 
or on a six-dimensional R-factor minimization and 
all are expensive and time consuming. A simple pro- 
cedure to refine the molecular replacement structure 
solution parameters is shown. It uses the existing 
restrained least-squares method, requires no new soft- 
ware, and is shown to be very effective. 

Introduction 

The molecular replacement method (MR) has 
recently become an increasingly popular alternative 

0108-7673/89/030227-08503.00 

to the multiple isomorphous replacement method 
(MIR) of solving macromolecular crystal structures. 
Both methods yield model structures which may be 
subsequently refined using various crystallographic 
least-squares procedures. However, the nature of 
errors introduced with each of the models may be 
different. 

The atomic coordinates derived from the MIR elec- 
tron density map will suffer mainly from random 
errors with serious faults confined to less well resolved 
(and in most cases external) residues with compara- 
tively high temperature factors. During the refinement 
of  actinidin (Baker & Dodson,  1980), starting with a 
MIR model,  the root mean square (r.m.s.) difference 
between the starting and final sets of atomic coordi- 
nates was 0.5 A. Considering the theoretical radius 
of convergence which is about half a bond length 
(0.6 ~ ) ,  one can expect such models to refine success- 
fully, although manual interaction during refine- 
ment is still essential if standard crystallographic 

O 1989 International Union of Crystallography 


