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ments. When the number of unrelated fragments
increases the Fourier p.d.f.’s and the histograms are
seen to approach the ideal centric p.d.f. for
homogeneous as well as heterogeneous compositions.
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Géométrie des Relations d’Orientation dans la Symétrie Hexagonale.
Dimension de la Coincidence
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Abstract

The main characteristics of the orientation relation-
ship between two hexagonal lattices are simply
denoted by four parameters (M, U, V, W). In the
case of a tridimensional coincidence orientation
relationship, for a rational value of (¢/a)?, these four
parameters become four prime integers (m, un, vn,
wn). The equivalence class of the orientation relation-
ship may be represented by 12 equivalent descriptions
for which the indices of the rotation axes are noted
on the basis of one crystal. This original representa-
tion can lead to the concept of spatial distribution of
the equivalent rotation axes, a distribution which is
strongly related to the c¢/a ratio. In real materials
(¢/a irrational), bidimensional coincidence orienta-
iion relationships can describe a large number of
grain boundaries.

1. Introduction

Les études sur la géométrie des orientations de coin-
cidence pour la symétrie hexagonale ont vraiment
débuté par les travaux de Bruggeman, Bishop & Hartt
(1972). IIs ont recherché de fagon systématique, mais
non exhaustive, les coincidences qui apparaissaient

* En détachement provisoire  I'Institut des Sciences Industriel-
les de I’Université de Tokyo, Japon.

0108-7673/89/030217-11803.00

par rotation autour d’un axe (simple) choisi a priori.
C’était I'application de la notion de fonction géné-
ratrice que Ranganathan (1966) avait développée
pour la symétrie cubique. Une deuxieme approche,
beaucoup plus générale, a été établie par Warrington
& Bufalini (1971) et Warrington (1975); elle considére
la matrice de rotation décrivant I’orientation de coin-
cidence; ils ont montré qu’une telle matrice, écrite
sur la base du crystal, doit avoir tous ses éléments
rationnels. Ceci a été démontré la suite par Grimmer
(1976). Dés lors, il a été évident que les coincidences
tridimensionnelles ne pouvaient exister que pour des
rapports (c¢/a)’ rationnels ou que pour des cas par-
ticuliers, indépendants du rapport c¢/a (rotations
d’axe ¢ ou rotations 180° d’axes dans le plan de base).
Parallélement depuis le début des années 1970,
Grimmer a développé le concept de quaternion
(quatre nombres entiers, premiers entre eux) pour
caractériser la rotation de coincidence. D’abord pour
la symétrie cubique (Grimmer, 1973), puis en géné-
ralisant aux autres symétries (Grimmer, 1980), cet
auteur a montré la validité et I’utilité de ce concept.
Bonnet (1980) a aussi utilisé ce concept pour décrire
les orientations de coincidence entre deux réseaux
quelconques. Une autre approche a été proposée par
Bonnet & Cousineau (1977) et Bonnet, Cousineau &
Warrington (1981); elle est associée a une méthode
numérique pour la détermination directe de la maille

© 1989 International Union of Crystallography
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commune, ou presque commune, aux deux cristaux
adjacents. Ces auteurs abordent quantitativement, et
pour la premiére fois, la notion de coincidence
approchée; les mailles presque communes présentent
entre elles une légére différence de taille et/ou
d’orientation.

Il était tentant de rapprocher I'idée de matrice de
rotation rationelle écrite sur la base du cristal et la
notion de quaternion qui décrit complétement
I’orientation de coincidence (Bleris & Delavignette,
1981; Bleris, Nouet, Hagége & Delavignette, 1982).
Ce faisant, il apparaissait par comparaison avec la
méthode du quaternion que 'on perdait moins le
contact avec la réalité physique de l'orientation de
coincidence; en effet, cette nouvelle approche met
toujours en avant le rGle joué par I'axe et ’angle de
rotation. Elle permet en outre une écriture simple des
descriptions équivalentes de la relation d’orientation
de coincidence et met en évidence les symétries de
ces descriptions (Hageége & Nouet, 1985). Toujours,
a partir de cette approche il a été possible d’établir
la formule donnant I'indice de coincidence X en
fonction des éléments du quaternion (Bleris et al.,
1982; Hagége & Nouet, 1985).

Grimmer & Warrington (1985, 1987) ont repris
I’ensemble de cette approche et établi de fagon plus
rigoureuse ’ensemble de ces résultats. En basant leur
démonstration sur le quaternion définissant une rela-
tion d’orientation (Synge, 1960), ces auteurs ont
retrouvé ’écriture de la matrice de rotation et de
I'indice de coicidence. Ils ont, en outre, établi de
fagon exacte et compléte les régles donnant la valeur
de I'indice de coincidence.

Nous nous proposons au cours de ce travail de
rependre succintement ’ensemble de ces résultats
(§2) et de démontrer comment une étude plus
approfondie des descriptions équivalentes (§ 3) per-
met de mieux comprendre la notion de coincidence
exacte et approchée dans la symétrie hexagonale
(§ 4). Nous nous efforcerons de mettre en évidence,
a l'aide d’une série d’example (§ 5), 'importance de
ces résultats dans I’étude pratique des relations
d’orientation dans les matériaux de symétrie
hexagonale.

2. Le relation d’orientation dans la symétrie
hexagonale

La matrice de rotation décrivant la transformation
linéaire reliant les deux réseaux peut s’écrire sur la
base du réseau de symétrie hexagonale. C’est sur cette
base qu'une relation de coincidence tridimensionelle
correspond a une matrice dont tous les éléments sont
des nombres rationnels.

2.1. Cas général

Si py, p, et p; sont les cosinus directeurs d’une
direction de I’espace, la matrice décrivant la rotation

RELATIONS D’ORIENTATION DANS LA SYMETRIE HEXAGONALE

d’angle 6 pour cette direction s’écrit dans un systeéme
orthonormé:

p3(1—cos 8) pp(1—cos 8)  p,ps(1—cos 6)
+cos 6 —p;sin 6 +p,sin 0
Ro=| pips(1—cos ) pi(1—cos )  p,ps(1—cos 6) (N
+ p;sin 6 +cos 6 —p,sin @
pps(1—cos 8)  p,ps(1-cos @) pi(1—cos 8)
—p,sin @ +p,sin 8 +cos 6

avec pi+p3+pi=1.

En posant t=tan (8/2), pour 6 # 180° sur la base
d’un systeme de référence hexagonal-trois axes la
matrice de rotation s’écrit:

1 -1/2 0
Ru=S"'RoS avecS= |0 v3/2 0 | (2)
0 0 c/a

S est la matrice qui définit la base hexagonale du
réseau sur un systéme orthonormé.

R, =1+
20pi+20%p,p,/ V3 pi-pi+20p,p./N3 (c/a)20p,p,y
+2p /34112 —41p,/\3 +20p,p /A3
+ 21p3—21p,/v’§l
x|4r?p,p,/V3 20p2-20%p, p,y/\3 (c/a)4r?p,p,/V3
+41p,/V3 -2ip /3411 —41p,/V3)
(a/)28%p, py-21ps)  {a/cH-1pp, 2%pi+1-1°
+v3%p,p,
+1p,+\31p))

(3)
Soit le changement de paramétres suivants:
pi=Q2U=-V)/2D")"?
p2=3V/2(D)"?, (4)
ps=(c/a)W/(D)'""?
et
D'=U*+V?=UV+(c/a)*W?

R, =[U+ V2= UV+(c/aY(WI+3MH]!

U-Vi+(c/a) Qv-U)U 2(c/a)’ UW
X (IM3+2MW - W) -4(c/a¥ MW +2(c/ay*MQ2V-U)
x|l@Qu-wviv -U*+ Vi+(c/a) 2(¢/aP VW
+4(c/a)P’ MW x(IMZ-2MW - W?) +2(c/a)’MQU - V)
QU-VIW Qv-U)w -U-Vi+ UV
-3(a/c)*MV +3(a/c)*MU +(c/a)}(3M? + W)

(5)
avec M tel que
?=tan?(6/2)=[(a/c)*(U*+ V- UV)+ W?]/3M>.

On peut vérifier aisément que pour €=180° la
matrice R, définie par (1) et (2) prend la méme forme
que (5) avec M =0.

La matrice (5) montre que 'on peut décrire com-
plétement une rotation quelconque dans un systéme
de coordonnées hexagonales a I'aide de quatre nom-
bres M, U, V, W pour une valeur quelconque du
rapport ¢/ a.



S. HAGEGE ET G. NOUET

2.2. Coincidence tridimensionnelle

La matrice de rotation R;; décrit une orientation
de coincidence tridimensionnelle si, et seulement si,
les éléments R; de la matrice de rotation exprimés
par (5) sont tous des nombres rationnels. Deux cas
sont a envisager:

(i) Pour une valeur du rapport (¢/a)* quelconque,
les R; sont tous des nombres rationnels si, et seule-
mentsi: (a) M =0, W=0et U, Vsont deux nombres
rationnels, ou (b) U=V =0 et M est un nombre
rationnel. On retrouve ainsi les cas de coincidence
indépendants du rapport c¢/a qui sont décrits de
facons équivalentes par une rotation 180° d’axe
[UVO0], une rotation d’angle 6 et d’axe [001] avec
cotan® (6/2) =3M?, M est un nombre rationnel.

(ii) Pour une valeur rationnelle du rapport (¢/a)?,
les éléments R; de la matrice Ry sont tous des
nombres rationnels et on peut introduire les
simplifications suivantes:

(a) si(c/a)?estun nombre rationnel, il existe deux
nombres entiers u et v premiers entre eux
[pged(u, v) =1] tels que (¢/a)’=p/v;

(b) en reprenant les éléments de la matrice Ry
exprimés (5), on peut écrire:

(1)

[Ri; _2R23+2(C/a)2R32]:

[2R;;—Ry;—2(¢/a)’Ry]:

[2(R21 - RIZ) - (Rll - R22)]
=(V3pi+p2): (2p2):[V3ps(a/c)]
=u:v:w (6)*

Le premier membre de I’équation double (6) n’est
constitué que d’expressions rationnelles; il existe
donc trois nombres entiers u, v, w premiers entre eux,
pged(u, v, w) =1, qui définissent les indices de I’axe
de rotation associé a matrice Ry. Le changement de
parameétres (4) s’écrit maintenant:

pi=Qu-v)/2d"""?  p,=V3v/2d""*
ps=(c/a)w/d"'"? (7)
d'=u+ v —uv+(c/a)*w?
avec u, v, w trois nombres entiers premiers entre eux.
(2)
2(6’/0)2(R31+2R32)+3R23___P2P3t
2(¢/a)*(Rs1+2R3,) —3Ry; 12}
_V3(c/a)t  ww
~d'"? (Qu-v)

Le premier membre de ’équation (8) est un nombre
rationnel, vw/(2u — v) est aussi un nombre rationnel.

(®)

* L'expression x: y: z=x": y': 2’ a la signification usuelle: x/y =
X[y, x/z=x'/z" et y/z=y'/Z'.
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Il existe donc deux nombres entiers m, n premiers
entre eux, pged(m, n) =1, avec:

V3(c/a)t/d'V?*=n/m. 9)
En remplagant les expressions (7) et (9) dans (3), on
obtient
Ry, =[v(u®+v?—uv)n?+ u(3m?+ w2n?)]™!
2puwn? = 2pumn(2v - u)

v(u? — v?)n? V(Zv—u)unz—dp.mnw

+p(3m? - w2n?)

+2umnw
v(2u—v)on®+4umnw v(—u+v%)n? 2pvwn? =2pmn(2u - v)
x +u(3m? - win?)
—=2umnw

v(—u? - v?+ uv)n?
+u(3m?+ w?n?)

(10)

La matrice de rotation Ry exprimée par I’expression
(10) et décrivant une rotation de coincidence est
évidemment tres proche dans sa forme de I’expression
(5) avec des différences essentielles: (c/a)® est un
nombre rationnel, et u, ¥ sont deux nombres entiers
tels que /v ={(c/a)’ et pged(u, ) =1; u, v, w sont
trois entiers tels que pged(y, v, w) =1; m, n sont deux
entiers tels que pged(m, n)=1.

Il est clair maintenant qu’une rotation de coin-
cidence tridimensionnelle sera définie par un (c/a)?
rationnel si [uvw] est une direction du réseau
hexagonal et si ’angle de rotation est défini par:

tan® (6/2) =[(a/c)*(u*+ v>— uv)n*+ w?n?]/3m?

et m, n deux entiers tels que pged(m, un, vn, wn) =1.
On peut encore vérifier a partir de I’équation (3)
que si 8 =180°

Ry Rysi Ry;+1= (\/§P1 +p,): 2p: [\/§p3(a/c)]

=uiviw

v(2u — v)wn® = 3vmnv v(2v— u)wn?+3vmnu

Donc la proposition (7), est encore vraie et on
retrouve la forme (10) de la matrice de coincidence
Ry avecm=0et n=1.
L’indice de coincidence s’écrit:
3 =[v(u*+v°—u)n*+ u(Bm*+w?n?]/a

avec @ un nombre entier tel que a = a;k, a; un nombre
entier pouvant prendre les valeurs 1, 3,4, 12, et k un
nombre entier diviseur du produit uv.

Les régles de sélection sur le paramétre a sont
basées sur les facteurs communs de la décomposition
des termes (Grimmer & Warrington, 1987):

(W +0v*—uv)n?® 3m*+w'm?, p et v

quand tous ces termes sont non nuls.
Soient @ = a,a,a, et a,=asa;, a;=ajiaj; a,, a5,
aj, aj et aj tous entiers.
a, =1, 3,4 ou 12 et a, est un diviseur commun
aux termes (u2+v2—uv)n? et 3Im>+w?n?;
as=1 ou 3 et a5 est un diviseur commun aux
termes (u*+ v’ —uv)n?/a, et u;
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a5 est un diviseur de un et vn et un diviseur de
w/as et (a3)? est un diviseur de (u’+0v°—
uv)nz/(aga,);
aj;=1 ou 4 et a} est un diviseur commun aux
termes (3m2+w?n?)/a, et v;
a; est un diviseur de wn et m et un diviseur de
v/ay et (a%)? est un diviseur de (3m’+
w?n®)/(asa,).
i et v ne pouvant €tre nuls, il reste a considérer les
cas:
w+v’—uv=0 donc u=v=0, w=1 puisque
pgcd(u, v, w) =1 et m, n deux nombres entiers
tels que pged(m, n)=1;
a,=1,3,40ul2et a, est un diviseur de n>+3m?;
as=1,a,=u,a3=1,a3=1;,
3m*+w?n’=0doncm=0et(w=00un=0);n=0
est impossible puisque pgcd(m, n)=1 alors
n=1et w=0, u, v deux nombres entiers tels
que pged(u, v)=1.
a'=1, 3 et a, est un diviseur de u’+ v>— uv;
as=1,a5=1,a5=1, a5 =

3. Les douze descriptions ‘hexagonalement’
équivalentes

La relation d’orientation entre deux mémes réseaux
peut s’exprimer de différentes maniéres. Les
équations (5) et (10) du paragraphe précédent expri-
ment respectivement une rotation quelconque ou une
rotation de coincidence d’angle et d’axe [uvw] reliant
les réseaux 1 et 2. Si I'on applique a I'un des deux
réseaux, ou aux deux réseaux, l'une des douze
opérations de symétrie de la symétrie hexagonale, on
exprime la méme relation d’orientation mais par une
matrice de rotation différente. En tenant compte que
le role des deux réseaux peut €tre inversé, il y a
2x12x 12 rotations qui décrivent la méme relation
d’orientation. Elles ont été appelées ‘hexagonale-
ment’ équivalentes par Grimmer (1980). Parmi le
maximum de 288 descriptions possibles, il n’y a
toujours au maximum que douze angles de rotation
différents. Pour chaque angle de rotation, tous les
axes de rotation symétriquement équivalents sont
possibles. Toutes ces 288 descriptions sont équivalen-
tes et forment une classe. Le représentant le plus
caractéristique de la classe est celui qui correspond
a I'angle de rotation le plus petit et a I'axe de rotation
dans le triangle standard de la projection stéréo-
graphique (¥ <2v et w>0). Grimmer & Warrington
(1985, 1987) ont montré qu’il était possible de
déterminer le représentant de fagon unique.
L’ensemble des douze angles de rotation donne
aussi une bonne image de la classe et permet de
distinguer plus facilement les différentes classes. On
peut leur associer douze axes de rotation (Tableau
1). Ce sont les douze descriptions que I’on obtient en
appliquant les éléments de symétrie a un seul réseau
(le réseau 2, par exemple), en restant donc toujours
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Tableau 1. Les douze descriptions équivalentes d’une
relation d’orientation de coincidence

1 un un wn m

2 2vn -2(u-v)n wn=3m wn+m

3 -2u—v)n —2un -wn—-3m wn—m

4 —(u-2v)n —(2u-v)n -3m wn

5 2(u+v)n —2(u-2v)n 3(wn—m) wn+3m

6 -2(2u—-v)n —2(u+v)n -3(wn+m) wn-3m

7 —2u(wn+m) —-4um v(2u-v)n von

8 —4um 2u(wn—m) v(u—2v)n vun

9 2u(wn—m) 2u(wn+m) —v(u+v)n viu—v)n
10 4uwn 2u(wn+3m) —3vun v(u-2v)n
11 2u(wn—3m) 4pwn =3von v(2u—v)n
12 —2p(wn+3m) 2u(wn—3m) 3v(u—-v)n v(u+v)n

sur une méme base, celle du réseau 1. Le Tableau 1
a été établi a partir de la matrice (10), donc pour une
orientation de coincidence définie par les paramétres
(m, un, vn, wn, u, v). Un tableau tout a fait compar-
able peut €tre établi a partir du cas général (M, U,
V., W, ¢/a).

La lecture du Tableau 1 permet de vérifier que deux
opérateurs sont suffisants pour retrouver les douze
descriptions a partir de (m, n, u, v, w). On les note |
et J.

L'opérateur I =[2(u+v)n; —2(u—2v)n; 3(wn-—
m); (wn+3m)] relie dans I’ordre les descriptions 1,
5,2,4,3,6,1,...et les descriptions 10, 7, 12, 8, 11,
9,10,....

L'opérateur J=(4uwn; 2u(wn+3m), —3wvun;
v(u—2v)n] relie les descriptions 1, 10, 1,...; 2, 11,
2,...;3,12,3,...,4,8,4,...;5,9,5,...;,6,7,6,....

Les relations entre les diftérentes descriptions sont
décrites sur la Fig. 1.

On peut placer ces douze axes de rotation sur une
projection stéréographique. Alors un certain nombre
de résultats remarquables apparaissent. Les douze
axes de rotation se placent selon deux plans; les six
premiers axes du Tableau 1, indépendants de c/a,
sont sur le premier plan P et les six derniers de ce
tableau, dépendants de ¢/ a, sont sur ’autre plan P'.
Les deux plans, P et P’, sont perpendiculaires et
s’intersectent dans le plan de base. La direction com-
mune a P et P’, dans le plan de base, peut étre ou
ne pas étre un axe de rotation. Si cette direction
commune est un axe de rotation, il y a au moins un
autre axe de rotation, et celui-la correspondant a un
angle de 180°, a 90° sur P ou P’ selon que les indices
de la direction commune dépendent de ¢/a ou non.

I

0'9''9 0 Y

CNONONCHCNG

1

Fig. 1. Fonction des opérateurs I et J sur les douze descriptions
du Tableau 1.
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Un deuxiéme axe de rotation 180° peut exister sur
l’autre plan (P’ ou P) si la direction commune est
un axe de symétrie dans le plan de base du réseau.
Si un axe de rotation sur P correspond a un angle
de 180° cet axe est la normale du plan P’ et vice
versa, un axe de rotation 180° sur P’ est la normale
de P.

Une autre série de propriétés remarquables
apparait sur une projection (001) des directions des
axes de rotation situés dans les plans P et P’. Sur
une telle projection, les six directions des axes de
rotation sont a 30° les unes des autres. C’est un résultat
assez particulier que de constater que les douze axes
de rotation se répartissent de facon si ‘hexagonale-
ment’ équivalente dans l’espace. En pratique, ces
descriptions  équivalentes sont obtenues en
appliquant un élément de symétrie du cristal a la
matrice de rotation (six fois une rotation 60°, [001]
composée avec une inversion de ’axe ¢). Le fait que
les axes de rotation, vecteurs propres (valeur propre =
1) des douze matrices de rotation équivalentes, se
répartissent en projection, suivant la méme symeétrie,
est di a la nature intrinséque des axes de rotation:
ils relient les directions de mémes indices et
symétriquement équivalentes. Une autre fagon plus
géométrique de visualiser la symétrie de la distribu-
tion spatiale des axes de rotation est de considérer
les plans bissecteurs (plans bissecteurs interne et
externe) des directions les plus simples de chaque
cristal. Quelle que soit la fagon de décrire la relation
d’orientation, elle doit faire correspondre I’axe c,
[001], du cristal 1 avec I'axe ¢, [001],, ou son opposé
f001],, du cristal 2. Donc I’axe de rotatjon est dans
un des deux plans bissecteurs de [001], et [001],. Les
deux plans bissecteurs d’'un méme couple de direc-
tions sont a 90°. Ce sont donc les plans P et P'. En
reprenant le méme raisonnement avec les directions
du type [100] et [210] de chaque cristal, on peut
retrouver intuitivement la distribution a 30° dans
chaque plan. L’existence des deux opérateurs I et J
confirme de fagon plus analytique cette distribution
spatiale. De plus Grimmer (communication per-
sonelle) a montré que la direction perpendiculaire au
plan P a pour coordonnées:

p=[p(mun—2muon + uwn?®), u(2mun — mon+ vwn?),
v(—u*n*+uvn*—v’n?)]
et que la direction perpendiculaire au plan P’ a pour
coordonnées
p’ = [mun —2mon + uwn? 2mun — mun + vwn?,
3m*+w?n?).
Il est possible de vérifier ainsi que p.p’ =0, que le

produit scalaire entre p et les six premiers axes du
Tableau 1 est nul et, de méme, le produit scalaire
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entre p’ et les six derniers axes du tableau est aussi
nul.*

Ces résultats sont illustrés par une série d’exemples
en Appendice A.

4. Les relations de coincidence

4.1. Les relations de coincidence exacte
tridimensionnelle

Comme nous I’avons vu au § 2, les seuls cas de
coincidence exacte tridimensionnelle dans la symétrie
hexagonale se classent en deux groupes:

(i) Ceux dont l'orientation est indépendante du
rapport ¢/a. Leur nombre est relativement limité (8
cas jusqu’a X =50). Leur role est néanmoins impor-
tant puisqu’ils ont été observés expérimentalement
dans le magnésium par Loberg & Smith (1974), le
zinc par Kokawa, Watanabe, Uehara & Karashima
(1978), le zirconium par Karakostas & Delavignette
(1984) et le carbure de tungsténe par Hagege (1979)
et par Lay, Nouet, Hagége, Delavignette & Vicens
(1986). La précision des mesures rapportées dans ces
travaux ne permet pas de dire si ces cas expérimen-
taux correspondent vraiment a une orientation de
coincidence exacte on s’ils en dévient légerement.

(ii) Ceux dont I’orientation de coincidence est due
a un rapport (c/a)? rationnel. IIs sont évidemment
infiniment plus nombreux, mais il est beaucoup plus
délicat d’essayer de les relier a une réalité physique.
Par la nature méme de la détermination des para-
métres ¢ et a, le rapport (¢/a)’ ne peut pas étre un
nombre rationnel. Toutefois, cette approche a I’avan-
tage de décrire les joints par des orientations de
coincidence simple. Il faut ensuite adapter ce résultat
en admettant qu’en réalité le joint va dévier 1égére-
ment de cette situation idéale. L’exemple le plus
probant qui permettrait d’accepter ce type d’approche
a été illustré dans le cadre de I’étude des joints de
grains dans le carbure de tungsténe dont le rapport
¢/ a est égal a 0,976; ce rapport est trés proche de la
valeur idéale (c/a)*=1 pour lequel la liste des cas
de coincidence est trés importante en nombre et con-
tient en particulier une orientation X =2 que I’on doit
supposer énergétiquement tres favorable. Les orienta-
tions proches de X =2 sont observées trés fréquem-
ment dans ce type de matériau et semblent jouer un
role prépondérant dans leur comportement ther-
momécanique (Hagege, Nouet & Delavignette, 1980;
Lay, 1985).

Il semble donc raisonnable de conserver ce type
d’approche a partir de laquelle on pourra envisager
une méthode d’étude des joints de grains.

* Le produit scalaire de deux directions [uvw] et [u'v'w'] en
coordonnées hexagonales 3 indices est donné par:

[uow][uw'v'w'] = uu' — (uv’ + vu') /2 + vo' + (¢/ a)*ww'.
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Pour un matériau donné, il faut repérer un rapport
(¢/a)? rationnel simple (u, v deux nombres entiers
les plus petits possibles) assez proche de la valeur
expérimentale, établir la liste des cas de coincidence
jusqu’a une valeur maximale d’indice raisonnable.
Ensuite, & partir d’analyses expérimentales, il faut
relier une orientation a un indice de coincidence.
Quand cela est possible, on dénommera les joints
observés comme ‘proche d’une coincidence idéale’.
Il existe de nombreux joints prochesde 2 =2, u/v =1
dans le carbure de tungstene (Hagege et al, 1980;
Lay, 1985); la macle de déformation (1012) dans le
zinc est proche de 2 =13, u/v=7/2 ou de 2 =15,
w/v=24/7 (Hagege, 1989). Il n’a jamais été possible
expérimentalement de relier exactement par un sys-
téme de dislocations ou de marches, une observation
et une orientation de coincidence définie par un
(¢/a)? rationnel. Le point serait plutdt de corréler
une observation fréquente avec I'existence d’une
coincidence idéale proche.

4.2. Les relations de coincidence exacte bidimensionelle

Le Tableau 1 contient une information trés impor-
tante que nous avons déja utilisée dans le cadre de

la distribution spatiale des directions des axes de -

rotation équivalents. Les indices des six axes de rota-
tion du plan P sont indépendants du raport ¢/ a, alors
que les indices des six autres axes de rotation sont
directement fonction de ce rapport. Pour un matériau
réel, la valeur du rapport (¢/a)? est irrationnelle.
Donc, si l'on considére une direction cristal-
lographique (u, v, w trois nombres entiers) et un
coupe de nombres entiers (m, n) tel que pged(m, n) =
1, la relation d’orientation définie par (m, n, u, v, w)
se décrit de fagon équivalente par six axes de rotation
cristallographiques (ceux dont les indices ne dépen-
dent pas de ¢/a) et six axes de rotation non-cristal-
lographiques (leurs indices dépendent de c/a et ont
donc une valeur irrationnelle). Au niveau de la ré-
partition dans I’espace des nceuds du réseau de coin-
cidence la conclusion est simple: la plan P posséde
un ensemble plus ou moins dense de nceuds du réseau
en coincidence alors que le plan P’ n’a aucun nceud
en coincidence. La totalité des nceuds du réseau de
coincidence se trouve dans le plan P et forme donc
un réseau bidimensionnel de coincidence et cela quel
que soit le rapport réel ¢/a mais pour un axe de
rotation cristallographique et un angle adéquat
[pgcd(m, n) =1].

Les cas de coincidence sont donc trés fréquents
dans la symétrie hexagonale et de toutes les fagons,
beaucoup plus fréquents que I'on a pu le noter pré-
cédemment, méme si I'on doit ajouter que la tres
grande majorité des orientations de coincidence
créent des réseaux de coincidence a deux dimensions.
De plus, ces réseaux de coincidence a deux
dimensions sont directement I'image de la réalité
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physique puisque le vrai rapport ¢/ a est intégré dans
la relation d’orientation. Pour un angle et un axe de
rotation adéquats, il n’y a plus & envisager de ‘rat-
trapage de structure’.

4.3. Les relations de coincidence approchée

Plusieurs degrés dans la notion de coincidence
approchée peuvent €tre envisagés par rapport a la
dimension du réseau de coincidence exacte:

Une orientation expérimentale sera plus ou moins
proche d’une orientation de coincidence idéale a trois
dimensions indépendantes du c/a. Il faudra quan-
tifier la déviation en termes de matrice de rotation
supplémentaire et confirmer cette déviation supplé-
mentaire par un ou plusieurs réseaux de dislocations
de rattrapage.

Une orientation expérimentale sera plus ou moins
proche d'une orientation de coincidence a trois
dimensions pour un rapport (c¢/a)’ rationnel. Le
choix, ou le non-choix, de ce rapport, devra &tre
justifié par rapport & un ou plusieurs autres. S'il
semble évident de décrire un joint dans le carbure de
tungsténe par £ =2, u/v=1, le cas de la macle de
déformation dans le zinc, ¢/ a = 1,856, laisse le choix,
par exemple, entre X =13, u/v=7/2 (¢/a=1,871)
et 2 =15, u/v=24/7 (c/a=1,852). Ce choix ne doit
pas poser de probleme de principe tant qu'une
orientation de coincidence tridimensionnelle existe
‘a proximité’ de la valeur expérimentale. Cette
configuration stable a servi de base de travail pour
une étude ultérieure plus fine de la structure du joint
(Hageége, 1987).

Une orientation expérimentale sera plus ou moins
proche d’une orientation exacte de coincidence a
deux dimensions pour un rapport ¢/a réel.

Une orientation expérimentale sera plus ou moins
proche d’une orientation de coincidence a une
dimension. C’est le cas ou un axe de rotation a des
nceuds en coincidence (u, v, w rationels) mais ou
I’axe de rotation ne correspond pas a une orientation
de coincidence (m quelconque); les autres axes de
rotation équivalents ne sont pas des directions du
réseau.

Une orientation expérimentale ne peut pas étre
rapprochée raissonablement d’une orientation de
coincidence, quelle que soit sa dimension.

4.4. Les relations de coincidence dans I’espace direct
et dans I’espace réciproque

Les douze descriptions équivalentes de la relation
d’orientation de coincidence ont été exprimées par
des axes de rotation donc, par des directions de
’espace direct. Il est possible d’introduire les indices
des plans perpendiculaires aux axes de rotation
équivalents. Ces indices de plan s’experiment aussi
simplement a 1'aide des mémes parametres m, n, u,
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Tableau 2. Les douze descriptions équivalentes d’une
relation d’orientation de coincidence exprimées par six
axes et six plans indépendants du rapport ¢/ a

u; v; w;
1 un on wn
2 2on —=2(u—-v)n wn—3m
3 —2(u—-v)n ~2un -wn-3m
4 —(u-2v)n ~2(u—v)n —-3m
5 2(u+v)n —-2(u—-2v)n 3(wn—m)
6 =-2(2u—-v)n —2(u+v) =3(wn+m)
7 —2wn 2wn—3m (Qu-1v)n
8 ~wn-—3m 2(wn+m) (u—20v)n
9 wn—3m wn+3m —(u+v)n
10 wn—m 2m —un
11 -2m wn+m —ovn
12 —wn—m wn—m (u—v)n

h; k; l;

v, w. La relation d’orientation peut donc étre décrite
aussi par douze plans perpendiculaires aux douze
axes de rotation. Cette description par des plans
perpendiculaires a été proposée par Delavignette
(1982, 1983). Le résultat le plus intéressant de cette
approche concerne la relation entre les indices des
directions et des plans perpendiculaires et les
paramétres ¢ et a. En appliquant la formule® reliant
les indices des directions et des plans perpen-
diculaires, on constate que les indices des plans per-
pendiculaires aux axes de rotation 1-6, indépendants
de c¢/a, dépendent maintenant de c et q, alors que
les indices des plans perpendiculaires aux axes de
rotation 7-12, dépendants de c/a, ne dépendent plus
de ¢/ a. Ceci est toujours vrai sauf pour les directions
du plan base (W =0) pour lesquelles directions et
plans perpendiculaires ont les mémes indices
indépendant de ¢/a.

On peut donc représenter une relation d’orientation
de coincidence de fagon indépendante du rapport
¢/ a par six axes de rotation (six directions de I’espace
direct), et six plans perpendiculaires aux six autres
axes de rotation (six plans de I'espace direct). Cette
orientation de coincidence peut aussi étre décrite par
six directions de I’espace direct et six directions de
I’espace réciproque (Tableau 2).

Ce dernier point revét tout particulier pour
I’expérimentateur utilisant la diffraction électronique
pour déterminer les relations d’orientation. Pour une
relation d’orientation décrite par au moins un axe de
rotation rationnel [uvw] et par une valeur de m
entiére, il n’existe que six directions cristal-
lographiques de ’espace réciproque, six vecteurs g,
communs aux deux réseaux. Ce sont ces vecteurs g
communs aux deux réseaux qui sont indispensables
pour affiner et préciser une relation d’orientation et
pour interpréter des images de dislocation dans la
paroi du joint. Alors que pour la symétrie cubique
on dispose de 24 réflexions g communes réparties de

* La direction de la normale & un plan (hkil) a pour indices
(h, k, i,3(a/c)?1], coordonnées hexagonales 4 indices.
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facon homogene dans I’espace, dans la symétrie
hexagonale, il n’y a plus que six vecteurs g communs
et, de plus, ils sont coplanaires puisque les six axes
de rotation 7-12 sont dans un méme plan P'. Cette
restriction majeure va sérieusement compliquer le
travail expérimental, aussi bien au niveau de la déter-
mination fine de la déviation a la coincidence que
dans I'étude des translations au niveau de la paroi
du joint (Hagége, Chermant & Nouet, 1988).

5. Exemple

Nous nous sommes intéressés au cours d’un travail
précédent (Hageége, 1989) aux macles de déformation
dans les métaux de structure hexagonale compacte.
Dans le cas particulier de la macle (1012) dans le
zinc, la relation d’orientation se décrit, par exemple,
par une rotation 180° (n=0, n=1) d’axe »,, [211]
(u=2, v=1, w=1). Les expressions du Tableau 1
pour ¢/a = 1,856 (valeur expérimentale, fiche ASTM)
permettent de retrouver les douze descriptions
équivalentes.

On a représenté sur le Tableau 3 les douze angles
de rotation, les axes de rotation en indices de Miller
et de Miller-Bravais et les plans perpendiculaires en
indices de Miller-Bravais. Les indices de Miller-
Bravais sont les plus commodes pour les projections
stéréographiques expérimentales. On retrouve la
description 180°, 7,; le plan de macle (1012) est le
plan perpendiculaire a I’axe de rotation 180°, n° 10.
Les directions et les plans d’indices irrationnelles ne
sont pas représentés.

(i) Pour décrire cette relation d’orientation par
rapport a un cas de coincidence tridimensionnelle,
on peut se limiter arbitrairement 4 un X maximum
de 35. D’apres les regles de sélection sur «, il suffira
d’envisager des valeurs maximales de u et de v,
respectivement égales a 105 et a 35. Il en résulte les
quatre cas suivants:

/v c/a b
17/5 1,844 32
24/7 1,852 15
45/13 1,861 28
7/2 1,871 13.

Les expressions du Tableau 1 sont appliquées a ces
quatre cas (Tableau 4). Ces descriptions sont évidem-
ment trés proches entre elles et de la description de
la macle. On retrouve surtout en commun les six
descriptions indépendantes de ¢/ a.

(ii) En choisissant le représentation direc-
tions/plans, la macle (1012) se décrit par:

six axes de rotation:
[211], [221], [241], [010], [201], [221]
ou [1011],[2201], [0221], [1210], [4223], [2243];
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Tableau 3. Les douze descriptions équivalentes de la macle (1012) dans le zinc (c¢/a=1,856)

Les axes de rotation sont notés en indices de Miller [uvw] et de Miller-Bravais [uvtw]. Les plans perpendiculaires sont notés en indices
de Miller-Bravais (hkil). Les directions et plans d’indices irrationnels ne sont pas notés.

1 2 3 4 5 6
0 180 101,4 101,4 86,0 137,1 137,1
u -2 -2 2 0 -2
v -1 2 4 1 0 2
w 1 1 -1 0 1 -1
u -1 =2 0 -1 -4 2
v 0 2 2 2 2 2
1 1 0 -2 -1 2 -4
w 1 1 -1 0 3 -3
h -1
k 2
i -1
! 0
Tableau 4. Les douze descriptions équivalentes de la
u/v=17/5
1 2 3 4 5 6
0 180 101,7 101,7 86,4 137,2 137.2
u -2 -2 2 0 -2 2
v -1 2 4 1 0 2
w 1 1 -1 0 1 -1
u/v=24/7
1 2 3 4 5 6
0 180 101,6 101,6 86,2 137,2 137,2
u -2 ~2 2 0 -2 2
v -1 2 4 1 0 2
w 1 1 -1 0 1 -1
v=45/13
1 2 3 4 5 6
] 180 101,4 101,4 85,9 137,1 137,1
u -2 -2 2 0 -2 2
v -1 2 4 1 0 2
w 1 1 -1 0 1 -1
un/v=1/2
1 2 3 4 5 6
6 180 101,1 101,1 85.6 137,0 137,0
u -2 -2 2 0 -2 2
v -1 2 4 1 0 2

six plans (vecteurs g)
(120), (213), (113), (102), (011), (111)
ou (1210), (2113), (1123), (1012), (0111), (1101)

que I’on peut représenter sur une projection stéréo-
graphique de I’espace direct par les axes de rotation
(Fig. 2a) ou réciproque pour les plans (Fig. 2b). Le
pole de projection choisi pour I’espace direct est la
direction [211], ou [1011]; pour I'espace réciproque,
on a choisi le plan perpendiculaire a cette direction.
11 est utile de considérer, dans le cas de la projection
dans ’espace réciproque, les coupes dont les poles
sont des réflexions g communes (Bary et al., 1986).
Il y a donc douze coupes communes a envisager. En
fait, les coupes 7-12 dont les poles sont des réflexions

7 8 9 10 11 12
140,1 94,0 140,1 180 107,6 107,6
0
1
0
-1
2
-1
0
-2 -1 1 1 0 ~1
1 2 1 1 1
1 =1 -2 -1 -1
~3 0 3 1 -1

macle (1012) pour u/v=17/5, 24/7, 45/13 et 7/2

=32
7 8 9 10 1 12
140,0 93,6 140,0 180 1073 107,3
-34 0 34 34 34 -34
0 1 34 17 68 34
~15 0 15 15 15 -15
=15
7 8 9 10 1 12
140,1 93,8 140,9 180 107,5 107,5
-16 0 16 16 16 -16
0 1 16 8 32 16
-7 0 7 7 7 -7
$=28
7 8 9 10 1 12
140,2 94,1 140,2 180 107,7 107,7
-30 0 30 30 30 -30
0 1 30 15 60 30
-13 0 13 13 13 -13
=13
7 8 9 10 1 12
140,3 94.4 1403 180 107,9 107.9
-7 0 7 14 7 -7
0 1 7 7 14 7
-3 0 3 6 3 -3

g communes rationnelles ne sont pas directement
utilisables car ce sont des coupes irrationnelles. Les
coupes les plus utiles sont les coupes 1-6 dont les
pdles sont des réflexions g communes irrationnelles.
Dans ce dernier cas, ¢’est donc une direction ration-
nelle de 'espace direct qui a été placé dans I’axe du
faisceau d’électrons du microscope. Il est bon de noter
aussi que le plan P, qui contient les six directions
cristallographiques et I’ensemble des nceuds du
réseau en coincidence, est le plan dont la normale
est I’axe de rotation 180° n® 10. C’est le plan (1012),
plan de macle, le plan K, de la description classique
des macles pour lequel tous les nceuds du réseau sont
en coincidence et qui est le plan miroir de
I’orientation.
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Fig. 2. Projections stéréographiques présentant les douze descrip-
tions du Tableau 3 et les principales directions du cristal 1
(au-dessus de I’étoile) et du cristal 2 (au-dessous de la croix)
en indices de Miller: (a) projection des directions dans I'espace
direct; (b) projection des plans dans I'espace réciproque.
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APPENDICE A

Afin d’illustrer les résultats du §3, les cas w/v=
3,3 =17,4, 19 et 20 sont détaillés.

(i) (myn,u,v,w)=(0,1,3,1,0); 3 =7 (¢f Tableau
5 et Fig. 3). Les six angles de rotations pour ’axe
[001] sont 21, 79; 38, 21; 81, 79; 98, 21; 141, 79 et
158, 21°. Les rotations 180° sont des axes de deux
types (310) et (510) dans le plan de base et ces six
directions sont évidemment 4 30° les unes des autres,
les trois axes (310) a 60° et les trois axes (510) a 60°.

(ii) (m,n,u,v,w)=(0,1,-1,0,1); X=4 (cf
Tableau 6 et Fig. 4). Il y a deux axes de rotations
180°, un dans le plan P, 'autre dans le plan P’, et ils
correspondent respectivement aux normales des
plans P’ et P. Les douze axes de rotation sont dans
les plans prismatiques miroirs du réseau du type {110}
ou {100}. Aussi bien pour le plan P que pour le plan
P’, les directions étant dans des plans prismatiques,
elles sont bien a 30° les unes des autres en projection
(001); les trois du type u 0 w sont & 60° et les trois
du type 2v v w sont a 60°. L’angle de rotation le plus
petit est pour I’axe de rotation [120], axe de symétrie
dans le plan de base a I'intersection de P et P'.

(iii) (m,n,u, v, w)=(0,1,3,1,2); X=19 (cf.
Tableau 7 et Fig. 5). Il n’y a qu’une rotation 180°
pour [312] et un axe de rotation [150] dans le plan
de base a I’intersection des plans P et P’. La direction
[312] ne dépend pas de u et ». C’est la direction
perpendiculaire au plan P’. Aucun axe de rotation
du plan P n’est dans un plan prismatique miroir du
réseau ([312], [121], [231], [150], [413], [543]). Tous
les axes de rotation du plan P’ sont dans des plans
prismatiques miroirs du réseau ([12,0,5], [0,12,1],
[331], [843], [481], [221]) sauf [150] qui, en fait,
n’appartient pas ‘vraiment’ au plan P’ puisque c’est
I’axe de rotation n° 4 et qu’il est indépendant de u
et v. Toutefois [150] est quand méme dans un plan
miroir (le plan de base). Les directions des axes de
rotation de P’ sont évidemment a 30° pour la méme
raison que précédemment (ii), mais en outre, les
directions des axes de rotation de P sont aussi a 30°
alors qu’elles ne sont pas dans des plans prismatiques.

(iv) (myn,u,v,w)=(1,3,8,2,3); 2=20 (.
Tableau 8 et Fig. 6). Les directions de tous les axes
de rotation ne sont ni dans le plan de base, ni dans
les plans prismatiques. L’intersection de P et de P’
dans le plan de base n’est pas un axe de rotation. Les
deux plans P et P’ sont bien perpendiculaires, mais
leurs pdles, respectivement sur P’ et P, ne sont pas
des axes de rotation. Toutefois, et encore pour ce cas
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Tableau 5. Les douze descriptions pour les paramétres (0,1,3,1,0) et u/v=3/1

u/v=3/1 mnuov,w=01310 =7
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
) 180 180 180 180 180 180 141,8 218 98,2 158,2 38,2 81,8
u 3 1 -2 -1 4 -5 0 0 0 0 0 0
v 1 -2 -3 -5 -1 -4 0 0 0 0 0 0
w 0 0 0 0 0 0 1 1 -1 -1 -1 1
Tableau 6. Les douze descriptions pour les paramétres (0,1, —1,0,1) et u/v=3/1
w/v=3/1 mon,u,o,w=01101 3=4
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0 100 82,8 82,8 60 128,7 128,7 180 128,7 128,7 151,0 120 151,0
u -3 0 2 1 -2 4 -3 0 6 4 1 -2
v 0 2 2 2 2 2 0 6 6 2 2 2
w 1 1 -1 0 3 -3 -1 -1 1 1 0 -1
Tableau 7. Les douze descriptoins pour les paramétres (0,1,3,1,2) et u/v=3/1
n/v=3/1 m,n,u,0,w=01312 =19
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
0 180 93,0 93,0 74,7 133,2 133,2 157,1 1068 1332 166,8 110,0 1254
u 3 1 -2 -1 4 -5 -12 0 3 8 4 -2
v 1 -2 -3 -5 -1 -4 0 12 3 4 8 2
w 2 1 -1 0 3 -3 5 1 -1 -3 -1 1
Tableau 8. Les douze descriptions pour les paramétres (1,3,8,2,3) et u/v=3/1
u/v=3/1 m,nu o,w=13823 =20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
0 167,2 112,0 126,9 109,0 134,4 157,7 157,7 78,5 109.0 154,2 77,0 112,0
u 8 2 -3 -4 5 -14 -10 -1 8 3 2 —4
v 2 -6 -4 -14 -2 -10 -2 4 10 2 6 2
w 3 1 -1 -1 2 -5 7 1 -5 -2 -1 3

Fig. 3. Distribution spatiale des douze axes de rotation du Fig. 5. Distribution spatiale des douze axes de rotation du
Tableau S. Tableau 7.

Fig. 4. Distribution spatiale des douze axes de rotation du Fig. 6. Distribution spatiale des douze axes de rotation du
Tableau 6. Tableau 8.
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qui est le plus général, les directions des axes de
rotation de P et P’ sont & 30° les unes des autres.
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Abstract

The molecular replacement method (MR) is likely to
cause significant systematic errors in the analysed
structure. These errors are not always corrected
automatically during least-squares refinement. It is
therefore crucial that both the orientation and transla-
tion parameters are optimized before refinement is
undertaken. The techniques used to achieve this
depend either on the rigid-body refinement concept
or on a six-dimensional R-factor minimization and
all are expensive and time consuming. A simple pro-
cedure to refine the molecular replacement structure
solution parameters is shown. It uses the existing
restrained least-squares method, requires no new soft-
ware, and is shown to be very effective.

Introduction

The molecular replacement method (MR) has
recently become an increasingly popular alternative

0108-7673/89/030227-08%$03.00

to the multiple isomorphous replacement method
(MIR) of solving macromolecular crystal structures.
Both methods yield model structures which may be
subsequently refined using various crystallographic
least-squares procedures. However, the nature of
errors introduced with each of the models may be
different.

The atomic coordinates derived from the MIR elec-
tron density map will suffer mainly from random
errors with serious faults confined to less well resolved
(and in most cases external) residues with compara-
tively high temperature factors. During the refinement
of actinidin (Baker & Dodson, 1980), starting with a
MIR model, the root mean square (r.m.s.) difference
between the starting and final sets of atomic coordi-
nates was 0-5 A. Considering the theoretical radius
of convergence which is about half a bond length
(0-6 A), one can expect such models to refine success-
fully, although manual interaction during refine-
ment is still essential if standard crystallographic
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